Wyktad 8

Zespoty statystyczne
Prawo rozktadu Boltzmanna dla
zespotu kanonicznego
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Rodzaje zespoldw w mechanice statystyczne;j

Zespol mikrokanoniczny: (Microcanonical Ensemble)
charakteryzuje si¢ stala energia. Przyklad: ciecz w termosie,
substancja w bombie kalorymetrycznej.

Zespol kanoniczny: (Canonical Ensemble) pozostaje w
kontakcie termicznym z otoczeniem (termostatem), tj. wymienia
Z nim energie, natomiast nie wymienia masy (czastek) z
otoczeniem. Przyklad: gaz albo ciecz w zamknietym stoju.

Wariant zespohu kanonicznego zespol izotermiczno-izobaryczny
(brak wyminy masy, state ciSnienie, wymiana termiczna).

Wielki zespél kanoniczny: (Grand Canonical Ensemble)
pozostaje w kontakcie termicznym 1 moze wymienia¢ masg
(czastki) z otoczeniem. Przyklad: woda na koszuli wypranej i
powieszone] do “wysuszenia” w lecie w Gainsville na Florydzie.
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Prawo rozktadu Boltzmanna

E(X) dovodobiehst lizacii
praW OpO oniIenstwo reca lzaCJl
p(x)oc exp(— K T ) stanu X.
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Przyktad z chemii
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Zaleznosc rozpuszczalnosci kwasu p-aminobenzoesowego od
temperatury dla roznych rozpuszczalnikow (Svard et al.
CrystEngComm, 2013, 15, 5020-5031)
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Wyprowadzenie 1: wzor barometryczny

A: powierzchnia podstawy stupa
p(h): gestos¢ powietrza na wysokosci h

p(h): cisnienie powietrza na wysokosci h

Fo=Alp(h)-p(h+Ah)]

EEnEm
A
\ /

(LN CL
A

v Fy=-Amg=-pAVg=
-pAANg




F, =—Amg =—Agp(h)Ah

Fy = Alp(h)-p(h+4h)]~ —Adg—g‘)Ah
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F, +F, =—Agp(h)Ah - Adz—g‘)Ah =0
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plb)= pl0)op| -2

Mgh jest energia potencjalng jednego mola gazu w polu
grawitacyjnym Ziemi na wysokosci h (na tyle jednak matej aby
nie zmienita si¢ temperatura ani wartos¢ przyspieszenia

ziemskiego), a zatem:

p<h>=p<o>exp(-%]



Wyprowadzenie 2: dla matematykow

Zaktadamy tylko, ze wzgledne prawdopodobienstwo realizacji danego
statu zalezy tylko od jego energii. Poniewaz energia jest okreslona z
doktadnoscig do statej addytywnej, stosunek prawdopodobienstw
dwoch standow nie zmieni si¢ po dodaniu do energii kazdego z nich
arbitralnej wartosci AE.

p(E, ) _ p(E, +AE)
p(E,)  p(E, +AE)

Przyjmiymy ,,bardzo malutkie” AE.

p(E, +AE) _ p(E,)+ p'(E, JAE
p(E, +AE)  p(E)+ P (E))AE




EZ) p(Ez )"’ p' (Ez )AE Mnozymy rOwnania stronami
E ) p(E1)+ p'(El)AE przez mianowniki

p(E, )P (B )AE = p(E, )p' (E,)AE

Ustalmy E, jako energi¢ stanu odniesienia, np. E,=0.

(E)9(0)=pl0)p (£) = ) - 218 () ()

Stad:
(mozemy przypuszczac, ze [3 bedzie
p(E) _ p(O)exp [_ ,BE] wystepowac ze znakiem ,,-” bo
prawdopodobienstwo powinno malec
Ze wzrostem energii.)



Wyprowadzenie 3: metoda komorek Boltzmanna

Rozpatrujemy zespo6t kanoniczny (o danej liczbie czgstek, statej
objetosci ale pozostajacy w kontakcie termicznym z otoczeniem)

1 2 3 . / Numery stanow
n n, n, ... N, Liczby obsadzen standéw
& &, & ... &y Energie stanéw

Z

Z N, = A (*) Mamy okreslong liczbe losowan w probie

Z Warunek rownowagi termicznej: uktad czasami
E n.g: = E (* *) “pozycza’” energie od otoczenia a czasami
i— “oddaje” ale w sumie wychodzi na zero.






Liczba mozliwosci zrealizowania danego zestawu obsadzen liczby
stanOw jest dana rozktadem wielomianowym (jest to liczba sposobow
na jakie mozna wyciagna¢ ny, n,,..., n, Kul 0znaczonych numerami 1,
2,..., Z.w #losowaniach; nalezy jednak pamigtac, ze losowania

muszg by¢ wykonane tak aby byly spelnione warunki (*) 1 (**) )

A
n!n,t..n,!

Y =

Chociaz formalnie kazdy zestaw “en-0w” spetniajgcy warunki (*) 1
(**) moze by¢ zrealizowany, okazuje si¢, ze dominujgca bedzie
liczba realizacji tylko najbardziej prawdopodobnego stanu, tj.
maksymalizujacego 7 przy podanych wyzej warunkach. Wystarczy

zatem znalez¢ najbardziej prawdopodobny rozktad. Dla wygody
bedziemy maksymalizowaé nie 7Za In 7.



Przyktad: losujemy dwie liczby naturalne n,, n,, n; tak aby n;+n,+n;=30. Wykres
przedstawia prawdopodobienstwo wylosowania danej pary (n,,n,) (n;=30-n,-n,).
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Dygresja nr 1: Przyblizony wzor na silnie (wzor Stirlinga)

25

N=1e2e3e...0Nn 2 |
Innl=In1+In2+...+Inn s
n =

~ | Inxdx =n(lnn-1)
1
nNl~e™'n" 0

1k

05

]




1e+160

.1E+-14|:| EEEEEENEI] n!

wzOr
Stirlinga

1e+120

1e+100

1e+80

1e+60

1e+40

1e+20

1

1e-20
10 20 30 40 50 60 70 B8O 90100

N



Dygresja nr 2: poszukiwanie ekstremum funkcji z
ograniczeniami metoda mnoznikow Lagrange’a

‘max f (X, X,,...,X)
0, (X X1, X, ) =0
gz(X1’X21--~’Xn):O

o

\gm(xl’XZ’”"Xn):O

Rozwigzanie tego problemu maksymalizacji z ograniczeniami jest
rOwnowazne rozwigzaniu problemu bez ograniczen ale w
przestrzeni zmiennych rozszerzonej 0 m mnoznikéw Lagrange’a.

max (X, %X,,..., X )+ 4,0,(X, %0 X ) oo+ A0 (X, Xy, on o X, )
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max G = %—gni (Inn, —1)+ a[g n —,4)+,B(ii ne _gj
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Stad N, =eXp(— a)EXp(_,ng)

Pozostaje znalez¢ nieoznaczone mnozniki o I f3.



Mnoznik o nie ma znaczenia bo nie interesuje nas liczba obsadzen
stanu I a tylko jego prawdopodobienstwo.

D, = n, _ exp(—a)exp(—,ng) _

ink Zzlexp(—a)exp(—ﬁgk)

CLl5) Lo (o)
Q K

4
_ _ Q: suma statystyczna zespolu
< Zexp( Pe.) kanonicznego.

Zanim wyznaczymy mnoznik f3, trzeba powigzac¢ wielkosci
wyliczone na podstawie prawdopodobienstw stanow z wielkoSciami
termodynamicznymi.



Czy mnoznik 3 zalezy od konkretnego uktadu?

Rozwazmy dwa poduktady A 1 B bedace w kontakcie termicznym
jako jeden wiekszy uktad AB. Wyprowadzamy wyrazenie na
najbardziej prawdopodobne liczby obsadzen poszczegolnych standw.
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5 0 Ny _ exp - Bler +&8) _ep (— pe) exp (- Be? )

oA QaQs Qx Qs

Zatem mnoznik 3 jest charakterystyka otoczenia (termostatu) a
nie konkretnego analizowanego uktadu.



Srednia energia (rownowazna energii wewnetrznej ukladu)

Ogolnie, wszystkie interesujgce wielkosci otrzymuje si¢ przez
odpowiednig “obrobke” In Q; nie trzeba w tym celu liczy¢ ich przez
bezposrednie sumowanie po stanach.



Cis$nienie

____ag_z _c%‘i __izﬁgi ~
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Uwaga! Srednia pochodnej energii wzgledem objetosci nie jest
tym samym co pochodna sredniej energii wzgledem objetosci.



Pochodna sredniej energnn wzgledem objetosci
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P_0 =L _ oV
BBl S ep(-pe,)

\ =l J
Qiz_ll(_ pigi)EXp(_BSi)_;(_gi)EXp(_Bgi)izzl: p, exp(-Be;)

=——Zp.e.exp -Be;) { Zp.exp —Be; }{%gsiexp(—ﬁsi)}

~Ep + Ep = —{(Ep)) =~ cov(Ep)
Zatem mamy
OE

s =-p+BlEp-Ep)- —|o+B—B

To powinno nam przypomnie¢ pewng zaleznos¢ z chemii fizyczne;.
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Dygresja: wyprowadzenie wzoru na pochodng energii wewngtrzne;j
wzgledem objetosci z zaleznosci pomiedzy funkcjami stanu 1
parametrami stanu
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Zestawienie wielkosci termodynamicznych zespotu
kanonicznego
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