Wyktad 7

Prawdopodobienstwo
Rozktady zmiennych losowych



Prawdopodobienstwo (definicja Laplace’a)

P(A):im lelA)
0<P(A)<1

A — zdarzenie (np. szostka w rzucie kostkg).

N(A) — liczba préb, w ktorych wystgpito
zdarzenie A.

N — liczba wszystkich prob.



Zdarzenie przeciwne

=

P(A)+P(A)=1

Przestrzen wszystkich zdarzen

P(E)=1

,/Albo te bitwe wygramy albo przegramy”
- Pan Zagtoba



Prawdopodobienstwo warunkowe |
niezaleznosc zdarzen

P(AN B)
P(A|B) = P 5

P(ANB) = P(A|B)P(B)

Zdarzenia A | B sg niezalezne jezeli

P(A|B) = P(A) AB| B
czyli A
P(AnB)=P(A)P(B)




Catkowite prawdopodobienstwo danego
zdarzenia

°(B)= 3 P(A)P(BIA)
E=A+A+.+A



Dla zdarzen niezaleznych

P(A+B+C+...)=P(A)+P(B)+P(C)+...



Zmienne losowe | ich rozktady

Zmienna losowa: liczba przyporzgdkowana
zdarzeniu. Kazda funkcja zmiennej losowej
jest tez zmienng losowa.

Przyktady:
* Liczba oczek w rzucie kostkg
* Wynik odczytu temperatury



Dystrybuanta zmiennej losowey:

F(x) = P(y < x)

Gestosc prawdopodobienstwa zmiennej
losowey:

f(x) = LW




Rozktad prawdopodobienstwa i dystrybuanta rozktadu
prawdopodobienstwa liczby oczek w pojedynczym rzucie kostkg
symetryczng
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Rozktad dwumianowy

W(n, k) = (7]:) B k!(‘:ik)!

Odpowiada liczbie mozliwosci wylosowania k razy kuli czarnej
przy n losowaniach ze zbiornika w ktorym znajduje sie tyle
samo kul czarnych i biatych, przy czym n<<N, gdzie N jest
liczbg kul w zbiorniku.

Wn, k;p, @) = 502 k),p q""

jezeli prawdopodobienstwa wylosowania kuli czarnej i kuli
biatej w pojedynczym losowaniu wynoszg odpowiednio p i .



Przyktad rozktadu dwumianowego (n=20)

W(20,k)
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Rozktad wielomianowy
n!

W(n,kl,kz,---;kn)=k1|k2| k.1

K+k,+...+k,=n

Odpowiada liczbie mozliwosci wylosowania k, razy kuli typu 1,
K, razy kuli typu 2, itp. przy n losowaniach ze zbiornika w
ktorym znajduje sie tyle samo kul kazdego typu, przy czym
n<<N, gdzie N jest liczbg kul w zbiorniku.

W(n,kl,fcz,...,kn;pl,pz...pn)
n!

_ K+ k kn,
“ kgl kg Pt Pz Pn

jezeli prawdopodobienstwa wylosowania kuli poszczegolnych
rodzajow w pojedynczym losowaniu roznig sie.



llustracja roznych typow rozktadow zmiennej ciggtej
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Momenty rozktadu

E: wartos¢ oczekiwana , ,
Dla zmiennych ciggtych:

E({x}) = Zx P(x=x) E({x}) = Oj;
E{H(X)}= ZH( X, JP(x = E{H(x)}sz(x)f(x)dx

Jezeli H(x)=(x-x )" to E{H(X)} nazywa sie n-tym
momentem x wzgledem c; jezeli c= X to E jest n-tym
momentem centralnym, u.({x}).



llustracja sredniej z rozktadu:
liczenie sredniej wazonej

Przypuscmy, ze dokonujgc pomiaru wielkosci, ktora moze przyjac
tylko wartosci x4, X,,..., X,, otrzymalismy k; razy wynik x,, k, razy
wynik X,, ..., K, razy wynik X..

Grupujemy takie same wynikKi.

kq razy ko, razy k,, razy

Xy x e A xy F e Xy X, X+ g,
X =

ki +k,+...+k,

n
n
_Zi=1kixi_zwx S Ki
— n — A4d1 I — vn
=1 ki 2i=1 ki

Wagi wy, w,, ..., W, mozna traktowac jako empiryczne
prawdopodobienstwa wystgpienia wartosci X,, X,, ..., X,.



Wartosc srednia i wartosc¢ najbardziej
prawdopodobna

Wartosc¢ srednia: pierwszy moment rozktadu.

Wartosc¢ najbardziej prawdopodobna:
wartosc zmiennej losowej, dla ktore] gestosc
prawdopodobienstwa jest najwieksza.



Porownanie wartosci Sredniej z wartoscig najbardzie;

prawdopodobng dla rozktadu symetrycznego
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Uzyteczne momenty centralne

Wariancja

o0

o ({x})= . ({xf) = [ (x=2)" f (x)o

Skrzywienie o odchylenie standardowe

o0

X 4451 - x—X)° f(x)dx
7/({ }) 3/2({)(}) > ({ }) I( ) f( )d

Kurtoza

()= z;;gi%_sza 1 zx—x) f(x)dx—3
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Przyktady momentow centralnych
paru rozktadow
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Mediana | kwantyle

f(x)
104

05 F(xq )= X_f f(x)dx =q
0.2 -

mediana



Rozktad dwoch zmiennych |
kowariancja




rmsd/n

Kowariancja jest miarg korelacji
miedzy zmiennymi losowymi
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Rozktad normalny

2O 20
f (u ;1,0) = L exp| — X—2 U = zmienna stadardyzowana
J2r 2
F(X J7; G):erf ((X—,u)j
o

Fix L x)



Centralne twierdzenie graniczne

Jezeli x jest zmienng losowg o wartosci srednigj a
| wariancji b%, to zmienna

Ma rozktad normalny o wartosci sredniej a |
wariancji b4/n.



Wielowymiarowy rozktad normalny

f(Xl,XZ """ Xn): f()_():

n

) oo 18 S )

=1l j=1

det(A) [ 1., o -
2 P 2(>< i) AX ﬂ)}




