
Wykład 7

Prawdopodobieństwo 

Rozkłady zmiennych losowych



Prawdopodobieństwo (definicja Laplace’a)
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A – zdarzenie (np. szóstka w rzucie kostką).

N(A) – liczba prób, w których wystąpiło 

zdarzenie A.

N – liczba wszystkich prób.
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Zdarzenie przeciwne

Przestrzeń wszystkich zdarzeń

„Albo tę bitwę wygramy albo przegramy”

- Pan Zagłoba



Prawdopodobieństwo warunkowe i 

niezależność zdarzeń
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Całkowite prawdopodobieństwo danego 

zdarzenia
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Dla zdarzeń niezależnych



Zmienne losowe i ich rozkłady

Zmienna losowa: liczba przyporządkowana

zdarzeniu. Każda funkcja zmiennej losowej 

jest też zmienną losową.

Przykłady: 

• Liczba oczek w rzucie kostką

• Wynik odczytu temperatury



Dystrybuanta zmiennej losowej:

Gęstość prawdopodobieństwa zmiennej 

losowej:
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Rozkład prawdopodobieństwa i dystrybuanta rozkładu 

prawdopodobieństwa liczby oczek w pojedynczym rzucie kostką 

symetryczną

liczba oczek liczba oczek
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Rozkład dwumianowy

Odpowiada liczbie możliwości wylosowania k razy kuli czarnej 

przy n losowaniach ze zbiornika w którym znajduje się tyle 

samo kul czarnych i białych, przy czym n<<N, gdzie N jest 

liczbą kul w zbiorniku. 

jeżeli prawdopodobieństwa wylosowania kuli czarnej i kuli 

białej w pojedynczym losowaniu wynoszą odpowiednio p i q.



Przykład rozkładu dwumianowego (n=20)
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Rozkład wielomianowy

Odpowiada liczbie możliwości wylosowania k1 razy kuli typu 1, 

k2 razy kuli typu 2, itp. przy n losowaniach ze zbiornika w 

którym znajduje się tyle samo kul każdego typu, przy czym 

n<<N, gdzie N jest liczbą kul w zbiorniku. 

jeżeli prawdopodobieństwa wylosowania kuli poszczególnych 

rodzajów w pojedynczym losowaniu różnią się.

k1+k2+…+kn=n



Ilustracja różnych typów rozkładów zmiennej ciągłej



Momenty rozkładu
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Dla zmiennych ciągłych:

Jeżeli H(x)=(x-xc)
n to E{H(X)} nazywa się n-tym 

momentem x względem c; jeżeli c= to E jest n-tym 

momentem centralnym, mn({x}).

x̂

E: wartość oczekiwana



Ilustracja średniej z rozkładu: 

liczenie średniej ważonej

Przypuśćmy, że dokonując pomiaru wielkości, która może przyjąć 

tylko wartości x1, x2,…, xn otrzymaliśmy k1 razy wynik x1, k2 razy 

wynik x2, …, kn razy wynik xn. 

Grupujemy takie same wyniki.

Wagi w1, w2, …, wn można traktować jako empiryczne 

prawdopodobieństwa wystąpienia wartości x1, x2, …, xn.

+…



Wartość średnia i wartość najbardziej 

prawdopodobna

Wartość średnia: pierwszy moment rozkładu.

Wartość najbardziej prawdopodobna: 

wartość zmiennej losowej, dla której gęstość 

prawdopodobieństwa jest największa.



Wartość średnia
Wartość najbardziej

prawdopodobna

Porównanie wartości średniej z wartością najbardziej 

prawdopodobną dla rozkładu symetrycznego



Użyteczne momenty centralne

Wariancja
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Przykłady momentów centralnych 

paru rozkładów



Mediana i kwantyle
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Rozkład dwóch zmiennych i 

kowariancja
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Rozkład dwóch wielkości 

nieskorelowanych 

(zerowa kowariancja) 

Rozkład dwóch wielkości 

skorelowanych 

(niezerowa kowariancja) 

Kowariancja jest miarą korelacji 

między zmiennymi losowymi



Rozkład normalny
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U = zmienna stadardyzowana



Centralne twierdzenie graniczne

Jeżeli x jest zmienną losową o wartości średniej a 

i wariancji b2, to zmienna
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Ma rozkład normalny o wartości średniej a i 

wariancji b2/n.



Wielowymiarowy rozkład normalny
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