
Wykład 13

Gazy cząsteczek 

homodwujądrowych oraz 

cząsteczek wieloatomowych



Gaz doskonały złożony z cząsteczek dwuatomowych
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Translacje: 3 stopnie swobody

Obroty: 2 stopnie swobody

Oscylacje: 1 stopień swobody
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Translacyjna suma statystyczna i funkcje

termodynamiczne



Elektronowa suma statystyczna
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Krzywa energii potencjalnej molekuły dwuatomowej w 

zależności od odległości d między atomami z zaznaczonymi na 

czerwono skwantowanymi poziomami energetycznymi. Do jest 

faktyczną energią dysocjacji molekuły a De energią mierzoną od 

minimum energii do energii odpowiadającej rozdzielonym 

atomom. 
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charakterystyczna temperatura oscylacji

n=kBosc(n+1/2)
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Dla wysokich temperatur (n<<T)
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Energia rotacji
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+= degeneracja poziomu J wynosi 2J+1

B: stała rotacyjna; I: moment bezwładności
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Dla dostatecznie wysokich temperatur

Rotacyjna suma statystyczna cząsteczek

heterodwujądrowych

(qrot,nucl=qrotqnucl)
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Dokładniej:
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Cząsteczki homodwujądrowe

1 2

2 1

jądra o parzystym spinie (np. 12C)

jądra o nieparzystym spinie (np. 1H)

spinowa rotacyjna



Rotacyjne funkcje cząsteczek 

homodwujądrowych

J=0

(jak orbital s)
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Funkcje spinowe na przykładzie 

cząsteczki wodoru (1H2)

3 kombinacje symetryczne

1 kombinacja antysymetryczna



Całkowita jądrowa funkcja falowa cząsteczki

wodoru musi być nieparzysta, ponieważ protony

są fermionami. 

3 kombinacje

1 kombinacja



H-CC-H

Ilustracja dozwolonych kombinacji rotacyjnych i spinowych jądrowych funkcji 

falowych; intensywności przejść rotacyjnych odpowiadająch zmianom rotacyjnej 

liczby kwantowej z parzystej na nieparzystą są trzykrotnie większe niż dla prześć 

odwrotnych.  



Ogólnie, jeżeli jądrowa liczba spinowa wynosi S, liczba wszystkich stanów

spinowych wynosi (2S+1)2

Dla jąder o całkowitym spinie:

• liczba antysymetrycznych stanów spinowych, sprzężonych ze stanami

rotacyjnymi o nieparzystej liczbie J: S(2S+1) 

• liczba symetrycznych stanów spinowych, sprzężonych ze stanami

rotacyjnymi o parzystej liczbie J: (S+1)(2S+1)

Dla jąder o niecałkowitym spinie:

• liczba antysymetrycznych stanów spinowych sprzężonych ze stanami

rotacyjnymi o parzystej liczbie J: S (2S+1) 

• liczba symetrycznych stanów spinowych sprzężonych ze stanami

rotacyjnymi o nieparzystej liczbie J: (S+1)(2S+1)
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Dla układów jąder o całkowitym spinie:

Dla układów jąder o niecałkowitym spinie:

S S

S S

S S

S S



Parzyste spiny

Nieparzyste spiny

Parzyste liczby 

rotacji

Nieparzyste liczby 

rotacji

Cząsteczki symetryczne, jądra o całkowitym spinie

Cząsteczki symetryczne, jądra o niecałkowitym spinie

Cząsteczki niesymetryczne

Ilustracja liczby wkładów do rotacyjno-jądrowej 

sumy statystycznej cząsteczek dwuatomowych
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Dla wysokich temperatur (duża średnia J) liczby stanów o parzystej 

liczbie J jest w przybliżeniu równa liczbie stanów o nieparzystej J
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Liczba „2” jest liczbą symetrii () cząsteczki homodwujądrowej. 

Ogólnie liczba symetrii cząsteczki dwuatomowej wynosi albo 1 

(czaąsteczka heterodwujądrowa) albo 2 (cząsteczka homodwujądrowa)
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Ortowodór

Parawodór
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Gaz cząsteczek 1H2 w niskich i wysokich temperaturach



Zależność pojemności 

cieplnej 

orto- i parawodoru 

oraz ich mieszanin od 

temperatury
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Funkcje termodynamiczne gazu złożonego z 

cząsteczek dwuatomowych
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Sprężyste cząsteczki wieloatomowe



Energia oscylacyjna cząsteczek wieloatomowych
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Oscylacyjna suma statystyczna cząsteczek

wieloatomowych

=3N-5 dla cząsteczek 

liniowych

=3N-6 dla cząsteczek 

nieliniowych



Rotacyjna suma stanów wieloatomowych

cząsteczek liniowych
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=1 dla cząsteczek niesymetrycznych (np. S=C=O)

=2 dla cząsteczek symetrycznych (np. CO2) 
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Cząsteczki nieliniowe
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Funkcje termodynamiczne gazu złożonego ze 

sprężystych liniowych cząsteczek wieloatomowych
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Funkcje termodynamiczne gazu złożonego ze 

sprężystych nieliniowych cząsteczek wieloatomowych
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Obliczanie sumy statystycznej cząsteczek z 

zahamowaną rotacją (np. etanu) 

t

t [stopnie]

en
erg

ia



( )  =−+



− t

t
3cos1

2

1

8
02

2

2

2

V
I

h

r

Równanie to rozwiązuje się numerycznie; istnieją tabele wartości  

własnych (energii) w zależności od bariery rotacji V0.

Przykładowe wkłady zahamowanej rotacji do ciepła właściwego w zależności od 

wysokości bariery.



Klasyczne obliczanie sum statystycznych
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Suma translacyjna

Tyle, że nie jest to zliczanie stanów w sensie 

definicji q; każdy wkład do q mnożymy przez 

dpxdpydpzdxdydz

Jednak jeżeli podzielimy wynik końcowy przez 

dpxdpydpzdxdydz czynnik dostaniemy 

nieskończoność bo przecież jest on „dowolnie” 

mały…



Suma rotacyjna

I znowu każdy wkład do q mnożymy 

przez dpxdpydxdy; to różni się od 

definicji q…
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Suma oscylacyjna

każdy wkład do q mnożymy 

przez dpxdx; znowu 

naginamy reguły…



Zatem:

h

q
q

h

q
q

h

q
q

klas

vibkwant

vib

klas

rotkwant

rot

klas

transkwant

trans

=

=

=

2

3
3 translacyjne stopnie swobody

Cząsteczka liniowa, 2 rotacyjne 

stopnie swobody

Oscylator jednowymiarowy; 1 stopień 

swobody

„Kwantowe” q otrzymujemy zatem dzieląc „klasyczne” q przez h 

podniesioną do potęgi liczby stopni swobody.



Wszystko się natomiast zgadza, jeżeli założymy, 

że w świecie rzeczywistym „dx” i „dp” nie mogą 

być „dowolnie małe” lecz spełniają zależność:

hdpdx =

Ta zależność jest po prostu wymogiem aby sumy 

statystyczne były skończone i nie określa konkretnej 

wartości h podobnie, jak „czysto matematyczne” 

wyprowadzenie prawa Boltzmanna mówi, że musi istnieć 

„jakaś” stała  ale jej wartości nie określa.

Rezygnujący z doświadczeń greccy filozofowie mogli więc 

wyprowadzić i prawo Boltzmanna i zasadę nieoznaczoności.


