
Wykład 11

Proste zastosowania mechaniki 

statystycznej. Układy wielu 

cząstek. Statystyka Bosego-

Einsteina i Fermiego-Diraca



Układy izolowane
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Dla układu złożonego z N nieoddziałujących ale różnych części A, 

B, C, …, suma statystyczna jest iloczynem sum statystycznych 

poszczególnych części a eneria swobodna i energia wewnętrzna są 

sumą wkładów pochodzących od poszczególnych części



Układ izolowanych oscylatorów harmonicznych (fotony, 

fonony)




2
,2,1,0,

2

1 h
nnE iin ==








+= 

Dla częstości podstawowej i (modu i)
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Gaz fotonowy: promieniowanie ciała doskonale czarnego
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pozbywamy się nieskończoności 

(renormalizacja)
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,, Liczby długości fal w kierunku osi x, y i z
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periodyczne warunki brzegowe
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(każdy foton ma dwa możliwe 

rodzaje polaryzacji)
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Prawo 

Plancka

Prawo Rayleigha-

Jeansa

Prawo Stefana-

Boltzmanna



Ciepło właściwe kryształów
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Prawo Dulonga-Petita



Dla niskich temperatur (teoria Debye’a)
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v0 – prędkość rozchodzenia się dźwięku w krysztale

D – temperatura Debye’a



Ciepło molowe różnych stałych pierwiastków w funkcji T/qE (na podstawie 

L.K. Nash, Elements of Statistical Thermodynamics, Addison-Wesley, 

1972).



Mechanika statystyczna układów wielu cząstek
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Załóżmy, że układ składa się z rozróżnialnych cząstek a, b, c,..., 

nieoddziałujących ze sobą.

Jeżeli poziomy energetyczne każdej cząstki są takie same to mamy

( ) ( )NT,VqT,V,NQ =



Ponieważ cząstki są w rzeczywistości nieodróżnialne, w sumowaniu 

należy każdy rozkład poziomów liczyć tylko raz.

Przy olbrzymiej liczbie dostępnych stanów energetycznych, która 

przekracza liczbę cząstek o rzędy wielkości (w temperaturach 

znacząco wyższych od 0K dla 1 mola gazu doskonałego mamy 

O(1030)), praktycznie jedynymi liczącymi się wkładami do Q są te, 

gdzie każda cząstka jest w innym stanie. Przy zastosowaniu 

podejścia „naiwnego” te wkłady są liczone N! razy za dużo. Stąd, 

„prawie poprawną” wartość Q  można otrzymać dzieląc wartość z 

„podejścia naiwnego” przez N!  
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W większości przypadków wystarczy zatem zająć się obliczaniem q

dla pojedynczej cząsteczki/cząstki.



Wyrażenie wielkiej sumy statystycznej poprzez sumy statystyczne 

zespołów kanonicznych
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 nazywa się aktywnością.



Statystyka Fermiego-Diraca i Bosego-Einsteina

Rozważmy zespół kanoniczny składający się z N identycznych, 

nieoddziałujących cząstek, z których każda ma poziomy energetyczne 

1, 2, 3,… . Energię układu określa wtedy jednoznacznie liczba 

cząstek w stanie 1, 2,… a sumę statystyczną można obliczyć sumując 

po liczbach obsadzeń poszczególnych stanów przy ograniczeniu na 

całkowitą liczbę cząstek w układzie.
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* oznacza sumowanie przy ograniczeniu na całkowitą liczbę cząstek



Ograniczenie na całkowitą liczbę cząstek jest uciążliwe, dlatego 

wygodniej jest rozpatrywać wielki zespół kanoniczny złożony z 

bozonów lub fermionów; wtedy sumujemy bez ograniczeń a średnia 

liczba cząstek w układzie jest określona poprzez potencjał chemiczny.
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Sumowanie po wszystkich liczbach cząstek (N) a następnie po 

wszystkich możliwych obsadzeniach poziomów energetycznych w 

obrębie danego N jest równoważne nieograniczonemu sumowaniu po 

wszystkich możliwych obsadzeniach poziomów energetycznych.
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Układ fermionów (statystyka Fermiego-Diraca): nie więcej niż jedna 

cząstka w danym stanie, a zatem nk=0 lub 1.
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Układ bozonów (statystyka Bosego-Einsteina): każdy stan może być 

obsadzony przez dowolną liczbę cząstek, a zatem nk przyjmują 

wartości kolejnych liczb całkowitych.
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Obie sumy statystyczne można zapisać jednym wzorem:
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Wartości średnie dla układu nieoddziałujących fermionów/bozonów:

Równanie stanu układu nieoddziałujących fermionów/bozonów:
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W granicy małego  (niska gęstość i niezbyt niska temperatura):

(równanie Clapeyrona)

W granicy niskich gęstości (znacznie większej liczby poziomów do 

obsadzenia niż wynosi liczba cząstek) nie ma różnicy pomiędzy 

statystyką Fermiego-Diraca a Bosego-Einsteina; obie przechodzą w 

statystykę Boltzmanna.
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Wielka suma statystyczna układu nieoddziałujących 

fermionów/bozonów w granicy niskich gęstości.

(wynik otrzymany wcześniej poprzez analizę 

udziałów stanów układu o różnych 

obsadzeniach poziomów energetycznych)

Pamiętamy, że wielką sumę statystyczną można wyrazić poprzez sumy 

statystyczne zespołów kanonicznych o kolejnych liczbach cząstek.

Stąd


