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1.1.1 Wspó lrze֒dne kartezjańskie i wewne֒trzne . . . . . . . . . . 2
1.1.2 Obliczanie d lugości wia֒zań, ka֒tów walencyjnych i ka֒tów
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wewne֒trznych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2 Przyk lady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3 Zadania . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2 Punkty krytyczne 19
2.1 Wste֒p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1.1 Hiperpowierzchnie energii potencjalnej. . . . . . . . . . . 19
2.1.2 Pochodna funkcji jednej zmiennej oraz jej interpretacja

geometryczna. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.1.3 Minima i maksima funkcji jednej zmiennej. . . . . . . . . 22
2.1.4 Pochodne funkcji wielu zmiennych. . . . . . . . . . . . . . 23
2.1.5 Punkty krytyczne funkcji wielu zmiennych. . . . . . . . . 25

2.2 Przyk lady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.3 Zadania . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3 Mechanika molekularna 43
3.1 Wste֒p teoretyczny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.2 Przyk lady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.3 Zadania . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4 Analiza konformacyjna i si ly 60
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Cze֒ść I

Mechanika i dynamika

cza֒steczek
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Rozdzia l 1

Geometria cza֒steczki

Literatura:

1. L. Maurin, M. Ma֒czyński, T. Traczyk, Matematyka: podre֒cznik dla stu-
dentów wydzia lów chemicznych, PWN, rozdz. 4

Do ogla֒dania cza֒steczek przydatny jest program rasmol (raswin w wersji Win-
dows).

1.1 Wste֒p teoretyczny

1.1.1 Wspó lrze֒dne kartezjańskie i wewne֒trzne

Cza֒steczki zwia֒zków chemicznych sa֒ po la֒czeniami atomów o określonej geo-
metrii, która֒ zwykle charakteryzuje sie֒ jakościowo (geometria p laska, tetra-
edryczna, itp.). Geometria cza֒steczek, a w ogólności uk ladów chemicznych, jest
rozumiana jako zbiór po lożeń ja֒der wszystkich atomów (albo w skrócie: po lożeń
atomów), tworza֒cych dany uk lad w przestrzeni. Z kolei po lożenia atomów (a
zatem i geometrie֒ ca lego uk ladu) ilościowo określaja֒ ich wspó lrze֒dne. Ilościowy
opis geometrii jest wymagamy jeżeli chcemy obliczyć wielkości go charakter-
tyzuja֒ce, w szczególności energie֒, które maja֒ odzwierciedlenie w wielkościach
mierzonych doświadczalnie.

Be֒dziemy pos lugiwać sie֒ dwoma zestawami wspó lrze֒dnych. Pierwszym z
nich sa֒ wspó lrze֒dne kartezjańskie. Uk lad wspó lrze֒dnych kartezjańskich definiuja֒
3 wzajemnie prostopad le osie: x, y oraz z, przecinaja֒ce sie֒ w pocza֒tku uk ladu, w
którym wszystkie wspó lrze֒dne sa֒ równe zeru. Używa sie֒ uk ladu prawoskre֒tnego,
którego osie spe lniaja֒ regu le֒ trzech palców lewej d loni : jeżeli kciuk, palec ser-
deczny i palec wskazuje֒cy ustawimy mniej wie֒cej pod ka֒tem prostym do siebie
tak, aby po skierowaniu tych palców w swoja֒ strone֒ kciuk znalaz l sie֒ po lewej,
palec serdeczny po prawej a palec wskazuja֒cy u góry, to kciuk odpowiada osi x,
palec serdeczny osi y a palec wskazuja֒cy osi z.
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Wspó lrze֒dne kartezjańskie mówia֒ nam o po lożeniu każdego obiektu
wzgle֒dem pocza֒tku uk ladu. Przyk ladowo wspó lrze֒dne punktu A=(3, -5, 2)
oznaczaja֒, iż punkt A jest oddalony o 3 jednostki na osi x, -5 jednostek na
osi y oraz o 2 jednostki na osi z od pocza֒tku uk ladu wspó lrze֒dnych. Ważna֒
cecha֒ wspó lrze֒dnych kartezjańskich jest to, iż przy ich pomocy można dok ladnie
określić po lożenie obiektu w przestrzeni. Natomiast aby zobaczyć cza֒steczke֒ na
podstawie jej wspó lrze֒dnych kartezjańskich potrzebujemy na ogó l programów
grafiki molekularnej. Poniższy rysunek ilustruje wspó lrze֒dne kartezjańskie na
przyk ladzie moleku ly metanolu; pokazane sa֒ wspó lrze֒dne atomu wodoru grupy
hydroksylowej.

Drugim zestawem wspó lrze֒dnych sa֒ wspó lrze֒dne wewne֒trzne. Wspó lrze֒dne
wewne֒trzne opisuja֒ wzajemne po lożenie atomów wzgle֒dem siebie i w prze-
ciwieństwie do wspó lrze֒dnych kartezjańskich nie odnosza֒ sie֒ do konkret-
nego punktu w przestrzeni, nienależa֒cego do naszego obiektu. Przesuwaja֒c
lub obracaja֒c cza֒steczke֒ zmieniamy jej wspó lrze֒dne kartezjańskie, natomiast
wspó lrze֒dne wewne֒trzne pozostaja֒ te same. Najpowszechniej używanymi
wspó lrze֒dnymi wewne֒trznymi sa֒ d lugości wia֒zań, ka֒ty walencyjne i ka֒ty
dwuścienne (torsyjne). Poje֒cia te ilustruje poniższy rysunek. Wspó lrze֒dne
wewne֒trzne nie umożliwiaja֒ ustalenia bezwgle֒dnego po lożenia cza֒steczki w prze-
strzeni, aby to zrobić trzeba dodatkowo określić po lożenie jej wybranego punktu
(np. pierwszego atomu) w uk ladzie wspó lrze֒dnych kartezjańskich oraz trzeba
określić orientacje֒ cza֒steczki (np. poprzez umieszczenie drugiego atomu na wy-
branej osi a pierwszych trzech atomów w wybranej p laszczyźnie) w uk ladzie
wspó lrze֒dnych. Natomiast, ponieważ wspó lrze֒dne te sa֒ w dużej cze֒ści określone
poprzez budowe֒ cza֒steczki (d lugości wia֒zań, ka֒ty walencyjne), ich wartości
można w przybliżeniu określić na podstawie elementarnej wiedzy o budowie
cza֒steczek.
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D lugość wia֒zania mówi nam o odleg lości pomie֒dzy dwoma zwia֒zanymi kowa-
lencyjnie ze soba֒ atomami. Zwykle wyraża sie֒ ja֒ w angströmach (1 Å=10−10 m).
Ka֒t walencyjny jest ka֒tem zawartym pomie֒dzy trzema kolejno zwia֒zanymi ze
soba֒ kowalencyjnie atomami. Jego wartość zawiera sie֒ w przedziale od 0 do 180◦.
Ka֒t dwuścienny (torsyjny) pomie֒dzy atomami i, j, k oraz l jest ka֒tem utworzo-
nym mie֒dzy p laszczyzna֒ zdefiniowana֒ przez atomy i, j, k oraz ta֒ zdefiniowana֒
przez atomy j, k i l. Jeżeli atomy i-j-k-l sa֒ kolejno po la֒czone ze soba֒, taki ka֒t
torsyjny nazywany jest w laściwym ka֒tem torsyjnym (np. ka֒t torsyjny H-O-O-H
w cza֒steczce nadtlenku wodoru). Jeżeli trzy atomy sa֒ przy la֒czone do jednego
atomu wierzcho lkowego (k), można zdefiniować niew laściwy ka֒t torsyjny, który
jest ka֒tem pomie֒dzy p laszczyznami atomów maja֒cych wspólne jedno wia֒zanie
(j-k), jak zaznaczono na rysunku. Jak wynika z rysunku, ka֒t dwuścienny jest
ka֒tem skierowanym, a zatem posiada znak. Znak jest dodatni, jeżeli patrza֒c w
kierunku od atomu k do atomu j obracamy atom l wokó l wia֒zania j–k w kie-
runku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara. Pe lny obrót odpowiada zmianie
ka֒ta dwuścienego o 360◦ i dlatego dodanie lub odje֒cie ca lkowitej wielokrotności
360◦ do wartości ka֒ta dwuściennego daje ka֒t jemu równoważny. Przyje֒ lo sie֒,
że wartości ka֒tów dwuściennych zawieraja֒ sie֒ w przedziale od −180◦ do 180◦.
Jeżeli ka֒t wynosi 0◦ lub ±180◦ to ugrupowanie atomów ijkl leży w p laszczyźnie;
w pierwszym przypadku mamy do czynienia z konformacja֒ cis albo syn (naprze-
ciwleg la֒) a w drugim z trans albo anti (naprzemianleg la֒). Fizycznie β = 180◦

i β = −180◦ opisuja֒ te֒ sama֒ sytuacje֒.
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1.1.2 Obliczanie d lugości wia֒zań, ka֒tów walencyjnych i
ka֒tów torsyjnych ze wspó lrze֒dnych kartezjańskich

Te parametry geometryczne sa֒ potrzebne do obliczenia energii oraz innych
wielkości charakteryzuja֒cych uk lad. Możemy je wyliczyć maja֒c wspó lrze֒dne
kartezjańskie. Poniżej podane sa֒ odpowiednie wzory.

D lugość wia֒zania mie֒dzy atomami i oraz j:

dij =
√

(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2

gdzie xi, yi, zi oraz xj , yj , zj oznaczaja֒ wspó lrze֒dne kartezjańskie atomów i
oraz j.

Ka֒t walencyjny mie֒dzy atomami i, j, k z wierzcho lkiem w atomie j.

cosαijk =
(xi − xj)(xk − xj) + (yi − yj)(yk − yj) + (zi − zj)(zk − zj)

dijdjk

Powyższe wyrażenie określa cosinus kierunkowy ka֒ta mie֒dzy wektorami skie-
rowanymi od atomu j tworza֒cego wierzcho lek ka֒ta do atomów i oraz k:

cosαijk =

−→
ji ◦ −→jk
|−→ji ||−→jk|

=

−→
ji ◦ −→jk
dijdjk

gdzie |−→ji | i |−→jk| oznaczaja֒ d lugości odpowiednich wektorów (równym w tym
przypadku d lugościom wia֒zań). Symbol ,,◦” jest znakiem mnożenia skalarnego
wektorów, którego wynikiem jest liczba zwana iloczynem skalarnym. Dla przy-
pomnienia, iloczyn skalarny wektorów a i b definiuje sie֒ naste֒puja֒co:

a ◦ b = axbx + ayby + azbz

gdzie indeksy dolne oznaczaja֒ wspó lrze֒dne odpowiednio x, y i z wektorów.

Ka֒t dwuścienny (torsyjny) mie֒dzy atomami i, j, k, l z osia֒ na wia֒zaniu
j − k. Obliczanie ka֒tów torsyjnych wymaga nieco wie֒cej operacji. W pierw-
szym kroku należy wyznaczyć wektory leża֒ce w p laszczyznach tworza֒cych ka֒t
oraz prostopad lych do centralnego wia֒zania j-k. Cosinus kierunkowy ka֒ta
mie֒dzy tymi wektorami jest cosinusem ka֒ta dwuściennego. Natomiast znak
ka֒ta torsyjnego jest znakiem sinusa tego ka֒ta, do obliczenia którego jest wyma-

gany iloczyn wektorowy wektorów
−→
ji oraz

−→
kl . Wyprowadzenie odpowiednich

wzorów jest podane na wyk ladzie, natomiast wzory końcowe sa֒ podane poniżej.

cosβijkl =

−→
ji◦−→kl
dijdkl

+ cosαijk cosαjkl

sinαijk sinαjkl

sinβijkl =
(
−→
ji ×−→

kl) ◦ −→jk
dijdjkdkl sinαijk sinαjkl
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Dla przypomnienia, iloczyn wektorowy wektorów a i b jest wektorem o
naste֒puja֒cych wspó lrze֒dnych:

a × b =





aybz − azby
−axbz + azbx
axby − aybx





Jeżeli liczymy niew laściwy ka֒t torsyjny, w którym atomy i, j i l
sa֒ przy la֒czone do wspólnego atomu wierzcho lkowego k, wygodniejsze sa֒
naste֒puja֒ce wzory, które zawieraja֒ rzeczywiste d lugości wia֒zań i rzeczywiste
ka֒ty walencyjne:

cosβijkl =

−→
ki◦−→kl
dkldki

− cosαikj cosαlkj

sinαikj sinαlkj
=

cosαikl − cosαikj cosαlkj

sinαikj sinαlkj

sinβijkl =
(
−→
ki ×−→

kl) ◦ −→jk
dkidkjdkl sinαikj sinαlkj

= − (
−→
ki ×−→

kl) ◦ −→kj
dkidkjdkl sinαikj sinαlkj

Powyższych wzorów używamy jeżeli chcemy obliczyć dok ladne wartości
ka֒tów torsyjnych. Natomiast zwykle chodzi nam tylko o określenie znaku ka֒ta,
co jest dok ladnie dyskutowane w przyk ladach 2 i 3.

1.1.3 Określanie geometrii uk ladu za pomoca֒
wspó lrze֒dnych wewne֒trznych

Do określenia po lożenia, czyli wyliczenia wspó lrze֒dnych kartezjańskich, danego
atomu potrzebujemy d lugości wia֒zania, ka֒ta walencyjnego i ka֒ta torsyjnego z
atomami, których wspó lrze֒dne sa֒ już znane. Te atomy nazywamy atomami od-

niesienia. Widać, że w przeciwieństwie do wspó lrze֒dnych kartezjańskich, same
wartości wspó lrze֒dnych wewne֒trznych nie wystarcza֒, ponieważ musimy znać
atomy odniesienia. Numery/identifikatory kolejno lokowanych atomów oraz ich
atomów odniesienia tworza֒ tablice֒ lokacji. Można to porównać do określania
lokalizacji obiektu poprzez podanie wspó lrze֒dnych GPS (kartezjańskich) z jed-
nej strony lub opisowej odpowiedzi na pytanie o droge֒: ,,prosze֒ skre֒cić w lewo,
pojechać 200 metrów, potem skre֒cić w prawo i pojechać 100 metrów, sklep jest
po lewej stronie ulicy”, z drugiej strony.

Pierwszy atom można arbitralnie umieścić w uk ladzie wspó lrze֒dnych, na ogó l
umieszcza sie֒ go w pocza֒tku uk ladu. Jedyna֒ wspó lrze֒dna֒ wewne֒trzna֒ atomu
drugiego jest d lugość jego wia֒znia z atomem 1, poza tym atom ten może być
umieszczyny dowolnie. Na ogó l umieszcza sie֒ go na osi x lub z. Dla trzeciego
atomu jest potrzebna d lugość wia֒zania oraz ka֒t walencyjny, jak również specy-
fikacja atomów odniesienia, ponieważ może on być zwia֒zany albo z atomem 2
albo z atomem 1. Poza tym atom ten można umieścić w dowolnej p laszczyźnie
zawieraja֒cej 2 poprzednie atomy (na ogó l jest to p laszczyzna xy lub xz).

Tworzenie tablicy wspó lrze֒dnych wewne֒trznych/lokacji jest omówione
poniżej na przyk ladzie cza֒steczki metanolu.
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Pierwszym krokiem przy określaniu wspó lrze֒dnych wewne֒trznych jest po-
numerowanie wszystkich atomów cza֒steczki (sta֒d numery atomów podane w
nawiasach na powyższym rysunku). W dyskutowanym przyk ladzie punktem
odniesiena jest atom we֒gla. Maja֒c przyporza֒dkowane atomy, można zacza֒ć
uzupe lniać tablice֒ wspó lrze֒dnych wewne֒trznych.

i dij αijk βijkl j k l
C(1)
O(2) 1,400 1
H(3) 1,089 109,47 1 2
H(4) 1,089 109,47 120,0 1 2 3
H(5) 1,089 109,47 -120,0 1 2 3
H(6) 0,950 109,47 180,0 2 1 5

Atom tlenu O(2) tworzy z atomem we֒gla C(1) wia֒zanie o d lugości 1, 4 Å.
Ponieważ atom tlenu posiada indeks i = 2, a drugim atomem j, z którym tworzy
wia֒zanie jest atom we֒gla C(1), to w kolumnie j wpisujemy indeks atomu we֒gla,
z którym jest tworzone wia֒zanie. W naste֒pnym kroku przechodzimy do opisu
wspó lrze֒dnych wewne֒trznych atomu wodoru H(3). Tworzy on wia֒zanie kowa-
lencyjne z atomem we֒gla C(1) o d lugości 1,089 Å (sta֒d również j = 1), a oprócz
tego tworzy on ka֒t walencyjny H(3)-C(1)-O(2) o wartości 109, 47◦ (atom tlenu,
który tworzy ka֒t walencyjny posiada indeks 2 sta֒d k = 2). Kolejnym atomem w
tablicy na líscie jest atom wodoru H(4). Z atomem we֒gla C(1) tworzy wia֒zanie
o d lugości 1,089 Å (sta֒d j = 1). Z atomem tlenu O(2) i dodatkowo z atomem
we֒gla C(1), z którym jest zwia֒zany tworzy ka֒t walencyjny H(4)-C(1)-O(2) o
wartości 109, 47◦ (sta֒d k = 2). Ponieważ jest on czwartym atomem w uk ladzie
oznacza to, że do zdefiniowania wspó lrze֒dnych potrzebny jest jeszcze ka֒t tor-
syjny. W tym przyk ladzie ka֒t torsyjny jest niew laściwym ka֒tem torsyjnym zde-
finiowanym przez atomy H(4)-C(1)-O(2)· · ·H(3) i wynosi 120, 0◦ (dlatego też ze
wzgle֒du na wartość indeksu przy ostatnim w kolejności atomie wodoru H(3) in-
deks l = 3). W podobny sposób jak atom wodoru H(4), można opisać pozosta le
atomy wodoru do la֒czone do atomu C(1). Jedynie atom H(6) jest do la֒czony
do atomu O(2) i jego trzecia֒ wspó lrze֒dna֒ wewne֒trzna֒ jest w laściwy ka֒t tor-
syjny H(6)-O(2)-C(1)-H(5). Jest to jedyna wspó lrze֒dna wewne֒trzna, która֒
można zmieniać swobodnie, nie naruszaja֒c identyczności chemicznej cza֒steczki.
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Powyższy przyk lad pokazuje również, iż określanie wspó lrze֒dnych wewne֒trznych
jest arbitralne. Gdybyśmy jako pierwszy atom wybrali atom tlenu, otrzyma-
libyśmy inny zestaw wspó lrze֒dnych wewne֒trznych.

Obliczanie wspó lrze֒dnych kartezjańskich z wewne֒trznych jest na tyle skom-
plikowane, że lepiej jest w tym celu użyć programów komputerowych. Taka֒
możliwość daja֒ programy molden i Avogadro. Wystarczy zatem nauczyć sie֒ po-
prawnego tworzenia tablicy lokacji i definiowania wspó lrze֒dnych wewne֒trznych,
które jej odpowiadaja֒. Dla ilustracji, cze֒ść przyk ladów i ćwiczeń zawiera obli-
czanie wspó lrze֒dnych kartezjańskich. Dotycza֒ one ma lych cza֒steczek, gdzie do
wykonania tego zadania wystarczy znajomość podstaw trygonometrii.

1.2 Przyk lady

Przyk lad 1

Obliczyć d lugości wia֒zań i ka֒t walencyjny w cza֒steczce wody, jeżeli wspó lrze֒dne
kartezjańskie atomów sa֒ jak w poniższej tabelce.

x [Å] y [Å] z [Å]
O1 0,000000 0,000000 0,000000
H2 0,000000 0,000000 0,960000
H3 0,924220 0,000000 -0,240365
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Rozwia֒zanie: Jeżeli wykonamy rysunek cza֒steczki w p laszczyźnie xz od razu
widać, że ponieważ atom O1 leży w pocza֒tku uk ladu a atom H2 na osi z, d lugość
wia֒zania O1–H2 jest wspó lrze֒dna֒ z atomu H2.

dO1H2 = zH2 = 0, 96 Å

Z kolei rzut atomu H3 na oś x tworzy z atomami O1 i H3 trójka֒t prostoka֒tny,
którego przeciwprostoka֒tna֒ jest wia֒zanie O1–H3, której d lugość można zatem
znaleźć z twierdzenia Pitagorasa:

dO1H3 =
√

x2H3 + (−zH3)2 =
√

0, 9242202 + 0, 2403652 = 0, 955 Å

Taki sam wynik uzyskujemy po podstawieniu wspó lrze֒dnych atomów O1 i
H3 do ogólnego wzoru na d lugość wia֒zania, podanego w cze֒ści teoretycznej

dO1H3 =
√

(xH3 − xO1)2 + (yH3 − yO1)2 + (zH3 − zO1)2 =
√

(0, 92422 − 0)2 + (0 − 0)2 + (−0, 240365 − 0)2 = 0, 955 Å

Z rozważań trygonometrycznych możemy również obliczyć ka֒t H2–O1–H3:

cos(αH2O1H3 − 90◦) =
xH3

dO1H3
=

0, 924225

0, 955
= 0, 9677749

αH2O1H3 − 90◦ = 14, 58517 ⇒ αH2O1H3 = 104, 58◦

Taki sam wynik dostajemy z ogólnego wzoru podanego w cze֒ści teoretycznej:

cosαH2O1H3 =
(xH2 − xO1)(xH3 − xO1) + (yH2 − yO1)(yH3 − yO1) + (zH2 − zO1)(zH3 − zO1)

dH2O1dO1H3
=

(0 − 0)(0, 924220 − 0) + (0 − 0)(0 − 0) + (0, 96 − 0)(−0, 240365 − 0)

0, 96 × 0, 955
= −0, 2517 ⇒ α = 104, 5◦

Przyk lad 2

Obliczyć d lugości wszystkich wia֒zań, wartości wszystkich ka֒tów walencyjnych
oraz wartość ka֒ta torsyjnego H1-O2-O3-H4 w cza֒steczce nadtlenku wodoru o
geometrii kartezjańskiej przedstawionej poniżej.

x [Å] y [Å] z [Å]
H1 0,000000 -0,895669 -0,316667
O2 0,000000 0,000000 0,000000
O3 0,000000 0,000000 1,480000
H4 0,895669 0,000000 1,796667

Po lożenie cza֒steczki w uk ladzie wspó lrze֒dnych pokazano na poniższym ry-
sunku.
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Z tabelki wspó lrze֒dnych i rysunku od razu wynika, że dO2O3 = 1, 48 Å (atom
O2 leży w pocza֒tku uk ladu a atom O3 na osi z). Podobnie jak w poprzednim
przyk ladzie, pozosta le d lugości wia֒zań oraz wartości ka֒tów walencyjnych można
obliczyć z wzorów podanych w cze֒ści teoretycznej.

dH1O2 =
√

(0 − 0)2 + (−0, 895669 − 0)2 + (−0, 316667 − 0)2 = 0, 95 Å

dO2O3 =
√

(0 − 0)2 + (0 − 0)2 + (1, 48 − 0)2 = 1, 48 Å

dO3H4 =
√

(0 − 0, 895669)2 + (0 − 0)2 + (1, 796667 − 1, 48)2 = 0, 95 Å

cosαH1O2O3 =
(0 − 0)(0 − 0) + (−0, 895669 − 0)(0 − 0) + (−0, 316667 − 0)(1, 48 − 0)

0, 95 × 1, 48
=

−0, 333334

αH1O2O3 = 109, 47◦

cosαH4O3O2 =
(0, 895669 − 0)(0 − 0) + (0 − 0)(0 − 0) + (1, 796667 − 1, 48)(0 − 1, 48)

0, 95 × 1, 48
=

−0, 333334

αH4O3O2 = 109, 47◦

Z tablicy wspó lrze֒dnych kartezjańskich wynika, że atomy H1, O2 i O3 leża֒
w p laszczyźnie xz a atomy O2, O3 i H4 w p laszczyźnie yz, które sa֒ prostopad le
do siebie. Zatem co do wartości bezwzgle֒dnej ka֒t dwuścienny H1–O2–O3–H4
wynosi 90◦. To samo wynika z rysunku, gdzie przedstwiono rzuty wia֒zań H1–
O2 i O3–H4 na p laszczyzne֒ xy, które sa֒ do siebie prostopad le. Z rysunku jasno
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wynika że, wia֒zanie O3–H4 trzeba obrócić od wia֒zania H1–O2 przeciwnie do
ruchu wskazówek zegara aby uzyskać docelowe jego po lożenie, zatem znak ka֒ta
jest dodatni. Tym niemniej, dla ilustracji podanej w cze֒ści teoretycznej wzorów,
wyliczymy ka֒t torsyjny analitycznie.

Najpierw liczymy cosinus ka֒ta torsyjnego:

cosβH1O2O3H4 =

(xH1−xO2)(xH4−xO3)+(yH1−yO2)(yH4−yO3)+
(zH1−zO2)(zH4−zO3)

dH1O2dO3H4
− cosαH1O2O3 cosαO2O3H4

sinαH1O2O3 sinαO2O3H4
=

0,895669×0+(−0,895669−0)×0+(−0,316667−0)(1,796667−1,48)
0,95×0,95 + (−0, 333334)(−0, 333334)

0, 942809 × 0, 942809
= 0

ponieważ

sinαH1O2O3 = sinαO2O3H4 =
√

1 − (−0, 333334)2 = 0, 942809

Aby policzyć sinus ka֒ta dwuściennego, liczymy najpierw iloczyn wektorowy
wektorów wia֒zań O2–H1 i O3–H4.

−−−−→
O2H1 ×−−−−→

O3H4 =





(yH1 − yO2)(zH4 − zO3) − (zH1 − zO2)(yH4 − yO3)
−(xH1 − xO2)(zH4 − zO3) + (zH1 − zO2)(xH4 − xO3)
(xH1 − xO2)(yH4 − yO3) − (yH1 − yO2)(xH4 − xO3)



 =





(−0, 895669 − 0)(1, 796667 − 1, 48) − (−0, 316667 − 0)(0 − 0)
−(0 − 0)(1, 796667 − 1, 48) + (−0, 316667 − 0)(0, 895669 − 0)

(0 − 0)(0 − 0) − (−0, 895669 − 0)(0, 895669 − 0)



 =





−0, 283630
−0, 283630
0, 802223





Dalej obliczamy sinus ka֒ta dwuściennego.

sinβH1O2O3O4 =
(
−−−−→
O2H1 ×−−−−→

O3H4) ◦ −−−→O2O3

dH1O2dO3O3dO3H4 sinαH1O2O3 sinαO2O3O3
=

(−0, 283630 × 0 − 0, 283630 × 0 + 0, 802223 × 1, 48)

0, 95 × 0, 95 × 1, 48 × 0, 942809 × 0, 942809
= 1

Sta֒d jednoznacznie wynika, że βH1H2O3O4 = 90◦. Ponieważ cosinus określa
jednoznacznie bezwzgle֒dna֒ wartość ka֒ta jeżeli nie przekracza ona 180◦, zamiast

pe lnego obliczenia wartości sinusa wystarczy obliczyć iloczyn skalarny (
−−−−→
O2H1×−−−−→

O3H4) ◦ −−−→O2O3, którego znak określa znak ka֒ta dwuściennego.

Przyk lad 3

Obliczyć d lugości wszystkich wia֒zań, wartości wszystkich ka֒tów walencyjnych
oraz wartość niew laściwego ka֒ta torsyjnego Cl4-P1-Cl2· · ·Cl3 w cza֒steczce tri-
chlorku fosforu o geomterii kartezjańskiej przedstawionej poniżej.
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x [Å] y [Å] z [Å]
P1 0,00 0,00 0,00
Cl2 0,00 0,00 2,02
Cl3 2,02 0,00 0,00
Cl4 0,00 2,02 0,00

Jak widać, atom fosforu leży w pocza֒tku uk ladu a atomy Cl2, Cl3 i Cl4
odpowiednio na osiach z, x i y po ich dodatnich stronach.

Z tego wynika, że d lugości wszystkich wia֒zań P–Cl sa֒ równe 2,02 Å a wszyst-
kie ka֒ty walencyjne wynosza֒ 90◦:

dP1Cl2 = dP1Cl3 = dP1Cl4 = 2, 02 Å

αCl2P1Cl3 = αCl2P1Cl4 = αCl3P1Cl4 = 90◦

Z rysunku również widać, że p laszczyzna Cl4P1Cl2 jest obrócona o 90◦ w
kierunku zgodnym z ruchem wskazówek zegara od p laszczyzny Cl3P1Cl2, a
zatem βCl4P1Cl3Cl2 = −90◦.  Latwiej można to zobaczyć, jeżeli skierujemy oś
z (na której jest atom Cl2) prostopadle od obserwatora a oś x (na której jest
atom Cl3) w prawo. Wtedy oś y (na której jest atom Cl4) jest skierowana w
dó l a zatem atom Cl4 znajdzie sie֒ po jej dodatniej stronie jeżeli obrócimy go od
osi x o 90◦ zgodnie z ruchem wskazówek zegara.
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Zauważmy, że jeżeli ustawimy cza֒steczke֒ tak aby atom P(1) by l z ty lu a
atomy chloru w jednej p laszczyźnie bliższej obserwatora to ruch w kierunku
Cl4→Cl2→Cl3 jest ruchem w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara.
Odpowiada on ujemnemu znakowi niew laściwego ka֒ta torsyjnego βCl4P1Cl2Cl3.
Gdyby ruch ten by l zgodny z ruchem wskazówek zegara, znak ka֒ta by lby do-
datni, jak zaznaczono w bardziej ogólnym przypadku ugrupowania atomów A,
B, C, D na rysunku poniżej. Innym sposobem jest ustawienie atomów A, C i
D w jednej p laszczyźnie ale tak, aby atom C by l po lewej a atom D po prawej
stronie. Jeżeli teraz atom A znajdzie sie֒ na górze to niew laściwy ka֒t torsyjny
wyznaczony przez atomy A, B, C i D jest ujemny a jeżeli na dole to dodatni.
Można to traktować jako proste regu ly określania znaku niew laściwego ka֒ta tor-
syjnego w uk ladzie, gdzie 3 atomy sa֒ do la֒czone do atomu wierzcho lkowego B.
Dodatkowo, jeżeli atomy A, C i D spe lniaja֒ regu ly starszeństwa, ujemny znak
niew laściwego ka֒ta torsyjnego odpowiada chiralności S a dodatni chiralności R.
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Ponieważ wszystkie ka֒ty walencyjne wynosza֒ 90◦, czyli cosα = 0, sinα = 1,
obliczenie cosinusa ka֒ta torsyjnego oraz znaku tego ka֒ta sa֒ również proste:

cosβCl4P1Cl2Cl3 =

2,02×0+0×2,02+0×0
2,02×2,02 − 0 × 0

1 × 1
= 0

Obliczamy teraz iloczym wektorowy wektorów wyznaczonych przez wia֒zania
P1–Cl2 i P1–Cl4 oraz jego iloczyn skalarny z wektorem P1–Cl3. Ta wielkość
określa znak niew laściwego ka֒ta torsyjnego.

−−−−→
P1Cl3 ×−−−−→

P1Cl4 =





0 × 0 − 2, 02 × 0
−2, 02 × 0 + 0 × 0

2, 02 × 2, 02 − 0 × 0



 =





0
0

4, 0804





(
−−−−→
P1Cl3 ×−−−−→

P1Cl4) ◦ −−−−→Cl2P1 = 0 × 0 + 0 × 0 + 4, 0804 × (−2, 02) = −8, 242408 < 0

zatem znak ka֒ta jest ujemny i dlatego βCl2P1Cl3Cl4 = −90◦.

Przyk lad 4

Obliczyć wspó lrze֒dne kartezjańskie wszystkich atomów cza֒steczki ditlenku
siarki przy za lożeniu, że cza֒steczka ma symetrie֒ C2v, atom siarki znajduje sie֒ w
pocza֒tku uk ladu wspó lrze֒dnych, pierwszy zwia֒zany z nim atom tlenu znajduje
sie֒ na osi x po jej dodatniej stronie a drugi w p laszczyźnie xy, po dodatniej
stronie osi y. D lugość wia֒zania S-O wynosi 1,5 Å a wartość ka֒ta O-S-O wynosi
120◦.
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Rozwia֒zanie: Ponieważ cza֒steczka SO2 jest cza֒steczka֒ trójatomowa֒, jest ona
p laska a z danych zadania wynika, że wszystkie atomy leża֒ w p laszczyźnie
xy. Ponieważ atom S(1) leży w pocza֒tku uk ladu, wszystkie jego wspó lrze֒dne
sa֒ zerowe. Atom O(2) leży na osi x po jej dodatniej stronie, a zatem jego
wspó lrze֒dna x jest równa d lugości wia֒zania S-O a pozosta le sa֒ równe zeru. Aby
obliczyć wspó lrze֒dne atomu O(3), wystarczy wykorzystać znajomość trygono-
metrii (patrz rysunek).

−xO(3) = b = 1, 5 sin 30◦ = 1, 5/2 = 0, 75 Å

yO(3) = a = 1, 5 cos 30◦ = 1, 5
√

3/2 = 1, 299 Å

Wspó lrze֒dne wszystkich atomów sa֒ zebrane w poniższej tabelce.

x [Å] y [Å] z [Å]
S(1) 0,0000 0,0000 0,0000
O(2) 1,5000 0,0000 0,0000
O(3) -0,7500 1,2990 0,0000

Przyk lad 5

Obliczyć wspó lrze֒dne kartezjańskie wszystkich atomów cza֒steczki trichlorku ar-
senu przy za lożeniu, że cza֒steczka ma symetrie֒ C3v, atom arsenu znajduje sie֒
w pocza֒tku uk ladu wspó lrze֒dnych, pierwszy zwia֒zany z nim atom chloru znaj-
duje sie֒ na osi x po jej dodatniej stronie, drugi atom chloru w p laszczyźnie xy a
osie wia֒zań As-Cl tworza֒ prawoskre֒tny uk lad wspó lrze֒dnych. D lugość wia֒zania
As-Cl wynosi 2,2 Å a wartości wszystkich ka֒tów Cl-As-Cl wynosza֒ 90◦.

Rozwia֒zanie: Podobnie jak w zadaniu poprzednim, przed przysta֒pieniem do
obliczeń, warto wykonać rysunek pomocniczy. Należy jednak zaznaczyć, że
w poleceniu znajduje sie֒ informacja o prawoskre֒tności uk ladu wspó lrze֒dnych,
która֒ należy uwzgle֒dnić w wykonywaniu rysunku. Poniżej znajduje sie֒ schemat
uk ladu wspó lrze֒dnych lewo- i prawoskre֒tnego, a także gotowy rysunek pomoc-
niczy cza֒steczki trichlorku arsenu.
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W treści zadania jest podana informacja, że jeden z atomów chloru znajduje
sie֒ na osi x po dodatniej stronie a także, że wartości wszystkich ka֒tów walencyj-
nych Cl-As-Cl wynosza֒ 90◦. Te warunki moga֒ być spe lnione jedynie wtedy, gdy
atomy Cl2, Cl3 i Cl4 znajduja֒ sie֒ odpowiednio na osiach x, y i z. Wspó lrze֒dne
kartezjańskie atomów znajduja֒ sie֒ w poniższej tabelce.

x [Å] y [Å] z [Å]
As(1) 0,0 0,0 0,0
Cl(2) 2,2 0,0 0,0
Cl(3) 0,0 2,2 0,0
Cl(4) 0,0 0,0 2,2

1.3 Zadania

Zadanie 1

Dla cza֒steczki chloroiminy (H-N=N-Cl) o wspó lrze֒dnych kartezjańskich po-
danych poniżej obliczyć d lugości wia֒zań, wartości ka֒tów walencyjnych oraz
wartość ka֒ta torsyjnego H1-N2-N3-Cl4.

x [Å] y [Å] z [Å]
H1 0,8856 -1,1504 0,0000
N2 0,0000 -0,6225 0,0000
N3 0,0000 0,6225 0,0000
Cl4 1,4858 1,5047 0,0000

Odpowiedź: dH1N2 = 1, 031 Å, dN2N3 = 1, 245 Å, dN3Cl4 = 1, 728 Å,
αH1N2N3 = 120, 8◦, αN2N3Cl4 = 120, 7◦, βH1N2N3Cl4 = 0◦.
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Zadanie 2

Określić przybliżona֒ wartość ka֒ta torsyjnego w cza֒steczce 2, 2′-dichlorobifenylu.
Osia֒ ka֒ta torsyjnego jest wia֒zanie C-C  la֒cza֒ce pierścienie benzenowe a wierz-
cho lkami sa֒ atomy we֒gla po la֒czone z atomami chloru. Cza֒steczka wyste֒puje w
konformacji pokazanej w dwóch rzutach na poniższym rysunku.

Odpowiedź: Oko lo −135◦.

Zadanie 3

Niew laściwy ka֒t torsyjny pomie֒dzy atomami Br-C(H)-C(H2CH3) · · ·C(H3) w
cza֒steczce 2-bromobutanu ma wartość ok. −120◦ (atomy lub grupy do la֒czone
do atomów tworza֒cych ka֒t torsyjny sa֒ w nawiasach). Określić, czy zwia֒zek
posiada konfiguracje֒ absolutna֒ R czy S oraz narysować cza֒steczke֒ w projekcji
Newmana.

Odpowiedź: Chiralność S.

Zadanie 4

Cza֒steczka naturalnej alaniny wygla֒da w projekcji Newmana naste֒puja֒co:

Określić przybliżona֒ wartość niew laściwego ka֒ta torsyjnego CH3-CH-
NH+

3 · · ·C(OO−).
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Odpowiedź: Oko lo −120◦.

Zadanie 5

Obliczyć wspó lrze֒dne kartezjańskie wszystkich atomów anionu we֒glanowego,
umieszczaja֒c atom we֒gla w pocza֒tku uk ladu wspó lrze֒dnych, pierwszy zwia֒zany
z nim atom tlenu na osi x po jej dodatniej stronie a drugi atom tlenu w
p laszczyźnie xy. D lugość wia֒zania C-O wynosi 1,3 Å a jon jest symetryczny
i atom we֒gla jest w stanie hybrydyzacji sp2.

Odpowiedź: xO2 = 1, 3, xO3 = xO4 = −0, 65, yO3 = −yO4 = 1, 1258, wszyst-
kie wspó lrze֒dne w Å, niewymienione wspó lrze֒dne maja֒ wartość 0.

Zadanie 6*

Zaprojektować tablice֒ wspó lrze֒dnych wewne֒trznych oraz obliczyć wspó lrze֒dne
kartezjańskie każdego atomu cza֒steczki benzenu zak ladaja֒c, że d lugości wszyst-
kich wia֒zań C-C wynosza֒ 1,45 Å, d lugości wszystkich wia֒zań C-H wynosza֒ 1,09
Å a cza֒steczka posiada sześciokrotna֒ oś symetrii.
Wskazówka. Przy odpowiednim wyborze uk ladu wspó lrze֒dnych konieczne jest
obliczenie wspó lrze֒dnych jedynie dwóch atomów we֒gla i dwóch (zwia֒zanych z
nimi) atomów wodoru.



Rozdzia l 2

Punkty krytyczne na

hiperpowierzchni energii

potencjalnej: minima,

maksima i punkty siod lowe

Literatura:

1. A. Go le֒biewski: Elementy mechaniki i chemii kwantowej, PWN, rozdz. 7.
cz. 7.1 - 7.3.

2. W. Krysicki, L. W lodarski: Analiza matematyczna w zadaniach, cze֒ść I,
PWN, rozdz. 10, cze֒ść II, rozdz. 2, § 1.9, § 1.12, § 1.16.

3. L. Maurin, M. Ma֒czyński, T. Traczyk, Matematyka, podre֒cznik dla stu-
dentów wydzia lów chemicznych, PWN, rozdz. 9.

Przydatny be֒dzie program gnuplot, przy pomocy którgo można rysować wy-
kresy funkcji. Program jest darmowy i można go zainstalować zarówno pod
systmem Windows jak i Linux.

2.1 Wste֒p

2.1.1 Hiperpowierzchnie energii potencjalnej.

Zachowanie cza֒steczki lub uk ladu cza֒steczek określa zmiana jej energii poten-
cjalnej w zależności od geometrii. Z powodu dużej różnicy mas ja֒der atomo-
wych i elektronów, po lożenia ja֒der atomowych określaja֒ geometrie֒ cza֒steczki.
Elektrony można traktować jako obiekty rozmyte, których stan dostosowuje sie֒
natychmiast do zmienionej geometrii ja֒der; jest to treścia֒ przybliżenia adiaba-
tycznego i dalej przybliżenia Borna-Oppenheimera (poz. 1 literatury). Energie֒

19
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w funkcji wspó lrze֒dnych ja֒der nazywamy hiperopowierzchnia֒ energii potencjal-

nej. Te wspó lrze֒dne moga֒ być wspó lrze֒dnymi kartezjańskimi lub wewne֒trznymi.
Analize֒ hiperpowierzchni energii potencjalnej przeprowadza sie֒ na ogó l tylko
wzgle֒dem tych wspó lrze֒dnych, które ulegaja֒ zmianie w toku analizowanego
procesu. Przyk ladowo, w badaniu powierzchni energii potencjalnej reakcji izo-
meryzacji cyjanowodoru (H-CN) do izocyjanowodoru (CN-H) wystarczy użyć
jako zmiennych odleg lości H· · ·C i H· · ·N. Odleg lość C· · ·N odpowiada zawsze
d lugości wia֒zania potrójnego mie֒dzy atomem we֒gla i atomem tlenu i jest w toku
ca lego procesu efektywnie sta la.

Hiperpowierzchnie energii potencjalnej odpowiadaja֒ energetyce reakcji che-
micznych, przemian konformacyjnych (jeżeli rozpatrujemy jedna֒ cza֒steczke֒ i nie
zmieniaja֒ sie֒ wia֒zania chemiczne) lub oddzia lywaniom mie֒dzy cza֒steczkami lub
atomami/jonami zamknie֒topow lokowymi. W każdym przypadku interesuje nas
znalezienie punktów stabilnych, odpowiadaja֒cych minimom energii potencjal-
nej, oraz stanów przej́sciowych, leża֒cych na najmniej kosztownej energetycznie
drodze od jednego minimum do drugiego (np. od substratów do produktów
reakcji lub od jednej konformacji do drugiej). Wspólna֒ ich cecha֒ jest to, że sa֒
to tzw. punkty krytyczne lub punkty stacjonarne na hiperpowierzchni energii
potencjalnej, w których na uk lad nie dzia laja֒ żadne si ly. Punkty te znajduje sie֒
oraz określa ich charakter analizuja֒c pochodne i drugie pochodne energii jako
funkcji wspó lrze֒dnych.

2.1.2 Pochodna funkcji jednej zmiennej oraz jej interpre-
tacja geometryczna.

Rozważmy na pocza֒tek funkcje֒ jednej zmiennej, np. znany z kursu chemii
organicznej wykres energii butanu wzgle֒dem ka֒ta obrotu wokó l wia֒zania C-C.
Pochodna funkcji jest definiowana jako granica cia֒gu ilorazów przyrostu wartości
funkcji po zwie֒kszeniu zmiennej przez przyrost zmiennej. Te ilorazy nazywaja֒
sie֒ ilorazami różnicowymi.

f ′(x) =
df

dx
= lim

h→0

f(x+ h) − f(x)

h
= lim

∆x→0

∆f

∆x

Poniższy rysunek przedstawia ilutracje֒ definicji pochodnej oraz jej inter-
pretacje֒ geometryczna֒. Prowadzimy cia֒g siecznych przez punkty (x, f(x))
(x + h, f(x + h)), zmniejszaja֒c stopniowo h. Sieczne zbiegaja֒ sie֒ do stycznej
do wykresu funkcji w punkcie (x, f(x)). Ponieważ każda sieczna wraz z odcin-
kami (x, x+ h) i (f(x), f(x+ h)) tworzy trójka֒t prostoka֒tny, iloraz różnicowy
jest tangensem ka֒ta tworzonego przez sieczna֒ z odcinkiem równoleg lym do osi
x a przez to tangensem ka֒ta nachylenia siecznej do osi x. Zatem pochodna
funkcji w punkcie x jest tangensem ka֒ta nachylenia albo po prostu nachyleniem

stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie do osi x.
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f(x)

f(x+h3)

f(x+h2)

f(x+h1)

x x+h3 x+h2 x+h1

f(
x)

x

Pochodna funkcji nie zawsze istnieje. Jeżeli funkcja jest niecia֒g la, np. funk-
cja znaku, [x], która przyjmuje wartość 1 dla x > 0, 0 dla x = 0 i -1 dla
x < 0, pochodna nie istnieje w punkcie x = 0. Jeżeli funkcja ma ,,ostrze”
(np. f(x) = |x|) to pochodna w tym punkcie również nie istnieje (pochodna
bezwzgle֒dnej wartości x wynosi [x] z wy la֒czeniem x = 0, w którym jest nie-
określona). Funkcje֒ cia֒g la֒, której pochodna jest zawsze określona i cia֒g la nazy-
wamy funkcja֒ klasy C1.

Wybrane wzory na obliczanie pochodnych sa֒ podane w dodatku
,,Użyteczne wzory”. Jest ważne, że regu ly obliczania pochodnej zwane
regu lami różniczkowania umożliwiaja֒ obliczenia pochodnej każdej funkcji da-
nej wzorem jawnym lub niejawnym (ten drugi przypadek zachodzi np. jeżeli
obliczamy energie֒ rozwia֒zuja֒c równania Hartree-Focka-Roothaana dla danej
cza֒steczki).

Różniczkuja֒c pochodna֒ otrzymujemy druga֒ pochodna֒, kolejne
różniczkowanie daje trzecia֒, czwarta֒ i wyższe pochodne. Maja֒c wszyst-
kie pochodne funkcji w danym punkcie można obliczyć jej wartość w punktach
sa֒siednich, jest to rozwinie֒cie w szereg Taylora, które be֒dzie cze֒sto wykorzy-
stywane w toku tego kursu:

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
1

2
f ′′(x)h2 +

1

3!
f ′′′(x)h3 + . . .+

1

n!
f (n)(x)hn + . . .

=
∞∑

n=0

1

n!
f (n)(x)hn

Zauważmy, że ,,zerowa” pochodna funkcji, f (0)(x) jest oryginalna֒ funkcja֒.
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2.1.3 Minima i maksima funkcji jednej zmiennej.

Minimum jest definiowane jako taki punkt, w którym wartość funkcji jest naj-
mniejsza w pewnym otoczeniu a maksimum jako taki, dla którego wartość
funkcji jest najwie֒ksza w pewnym otoczeniu. Sa֒ to minima i maksima lo-

kalne. W zagadnieniach fizycznych minima i maksima sa֒ zwykle minimami i
maksimami w laściwymi co oznacza, że wykres funkcji nie ma w tym miejscu
,,ostrza” (przyk ladem funkcji z ,,ostrzem” jest wartość bezwzgle֒dna, f(x) =
|x|). Poniższy rysunek przedstawia wykres funkcji z minimum i maksimum
w laściwym (po lewej stronie) oraz minimum i maksimum niew laściwym (po pra-
wej stronie).

f(
x)

x

f(
x)

x

W minimum lub maksimum w laściwym styczna do wykresu funkcji jest
równoleg la do osi x co oznacza, że f ′(x) = 0 (korzystamy z interpretacji po-
chodnej jako tangensa ka֒ta nachylenia stycznej do wykresu funkcji do osi x).
Zatem poszukiwanie minimum lub maksimum w laściwego sprowadza sie֒ do zna-
lezienia miejsc zerowych pierwszej pochodnej, co jest zilustrowane na poniższym
rysunku.

0

minimum maksimum

f(x)

f’(x)

f(
x)

x

Z powyższego rysunku również widać, że pierwsza pochodna jest funkcja֒
rosna֒ca֒ (zmienia znak z ,,-” na ,,+”) w minimum a maleja֒ca֒ (zmienia znak z
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,,+” na ,,-”) w maksimum. Sta֒d bezpośrednio wynika, że do rozstrzygnie֒cia czy
dany punkt jest minimum czy maksimum wystarczy znak drugiej pochodnej:
dodatni wskazuje ma minimum a ujemny na maksimum. Do tego wniosku
można doj́sć analizuja֒c pierwsze cz lony rozwinie֒cia funkcji w otoczeniu punktu
krytycznego (x∗). Ponieważ w punkcie krytycznym f ′(x∗) = 0, w dostatecznie
ma ly otoczeniu punktu krytycznego mamy:

f(x) ≈ f(x∗) +
1

2
f ′′(x∗)(x− x∗)2

Ponieważ w wyrażeniu wyste֒puje kwadrat odchylenia od wartości x∗, za-
tem jeżeli f ′′(x∗) > 0 to wychylenie z punktu x∗ doprowadzi do zwie֒kszenia
wartości funkcji (minimum) a jeżeli f ′′(x∗) < 0 do zmniejszenia jej wartości
(maksiumum).

Warunki konieczne i wystarczaja֒ce minimum i maksimum w laściwego można
zatem zapisać naste֒puja֒co:

f ′(x) = 0, f ′′(x) > 0 : minimum

f ′(x) = 0, f ′′(x) < 0 : maksimum

Do zastanowienia: Jak można określić charakter punktu krytycznego jeżeli
f ′′(x∗) = 0? Czy zawsze miejsce zerowe pochodnej funkcji odpowiada jej mini-
mum lub maksimum?

2.1.4 Pochodne funkcji wielu zmiennych.

Poje֒cie pochodnych można  latwo uogólnić na funkcje wielu zmiennych.
Rozważmy funkcje֒ dwóch zmiennych f(x, y) (np. energie֒ uk ladu w przemia-
nie cyjanowodoru w izocyjanowodór w funkcji odleg lości C· · ·H i N· · ·H). Wy-
kresem tej funkcji jest powierzchnia w kartezjańskim uk ladzie wspó lrze֒dnych
(x, y, z). Pochodna֒ cza֒stkowa֒ wzgle֒dem zmiennej x obliczamy traktuja֒c y jako
sta la֒ a pochodna֒ wzgle֒dem y traktuja֒c x jako sta la֒. Dla odróżnienia od pochod-
nych zwyczajnych nie stosujemy notacji ,,f ′” (w takim przypadku nie by loby
wiadomo jakiej zmiennej dotyczy różniczkowanie) ani df

dx i df
dy ale odpowiednio

∂f
∂x i ∂f

∂y . Przyk ladowo, dla funkcji f(x, y) = x2 + y − y2 mamy:

∂f

∂x
= 2x

∂f

∂y
= 1 − 2y

Geometrycznie moża to sobie wyobrazić tak, że robimy przekrój
trójwymiarowego wykresu funkcji odpowiednio p laszczyzna֒ równoleg la֒ do
p laszczyzny yz i przechodza֒ca֒ przez punkt o ustalonej wartości y lub
p laszczyzna֒ równoleg la֒ do p laszczyzny xz i przechodza֒ca֒ przez punkt o usta-
lonej wartości x. Na tych p laszczyznach mamy już dwuwymiarowe wykresy
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funkcji i odpowiednie pochodne cza֒stkowe możemy interpretować jako nachyle-
nia stycznych do wykresów.

Analogicznie definiujemy drugie pochodne funkcji. Dla funkcji dwóch zmien-
nych wyste֒puja֒ 4 drugie pochodne, ponieważ np. pierwsza֒ pochodna֒ wzgle֒dem
x można zróżniczkować albo wzgle֒dem x albo wzgle֒dem y. Notacja podana jest
poniżej.

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(
∂f

∂y

)

Pochodne ∂2f
∂y∂x i ∂2f

∂y∂x sa֒ nazywane pochodnymi mieszanymi. Na mocy twier-
dzenia Schwartza, jeżeli pochodne mieszane sa֒ cia֒g le to sa֒ sobie równe:

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x

Uogólnienie pochodnych cza֒stkowych na pochodne wyższych rze֒dów, jak
również na pochodne funkcji o liczbie zmiennych wie֒kszych niż dwie jest oczywi-
ste. Pierwsze pochodne wzgle֒dem kolejnych zmiennych tworza֒ wektor gradientu

funkcji; wektor ten wskazuje kierunek najwie֒kszego wzrostu funkcji w danym
punkcie. Wektor gradientu oznaczamy ∇f (czytaj: nabla-ef) lub gradf . Dla
funkcji n zmiennych, oznaczanych jako x1, x2, . . . xn mamy:

∇f = gradf =









∂f
∂x1
∂f
∂x2

...
∂f
∂xn









Z kolei drugie pochodne tworza֒ macierz zwana֒ hesjanem funkcji:

H =










∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1∂x2

. . . ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2

2

. . . ∂2f
∂x2∂xn

...
...

. . .
...

∂2f
∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

. . . ∂2f
∂x2

n
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2.1.5 Punkty krytyczne funkcji wielu zmiennych.

W porównaniu z funkcja֒ jednej zmiennej, w przypadku funkcji wielu zmiennych
dochodzi jeszcze jeden rodzaj punktów krytycznych: pukty siod lowe. W przy-
padku funkcji dwóch zmiennych punkt siod lowy jest takim punktem, że funkcja
w jednym z kierunków posiada minimum a w kierunku do niego prostopad lym
posiada maksimum. Inaczej mówia֒c, w jednym z kierunków, w odpowiednio
ma lym otoczeniu punktu siod lowego wartość funkcji jest wie֒ksza a w kierunku
do niego prostopad lym mniejsza niż w tym punkcie. Geometrycznie otoczenie
punktu siod lowego rzeczywíscie przypomina siod lo. Jeżeli ktoś woli wycieczki w
góry to może sobie punkt siod lowy wyobrazić jako prze le֒cz. W przypadku funk-
cji wie֒cej niż dwóch zmiennych (np. n zmiennych) mówimy ogólnie o punktach
siod lowych rze֒du m (1 ≤ m < n); w takim przypadku funkcja posiada maksi-
mum w m prostopad lych do siebie kierunkach a w pozosta lych n−m kierunkach
posiada minimum. W przypadku minimum wartość funkcji jest w odpowiednio
ma lym otoczeniu zawsze wie֒ksza niż wartość funkcji w minimum a w przypadku
maksiumum jest znacznie mniejsza.

Poniższy rysunek ilustruje minima, maksima i punt siod lowy funkcji dwóch
zmiennych. Można zauważyć, że przej́scie przez punkt siod lowy od jednego mi-
nimum do drugiego wymaga pokonania najmniejszej bariery. Dlatego stany
przej́sciowe w reakcjach chemicznych czy też przemianach konformacyjnych
odpowiadaja֒ punktom siod lowym pierwszego rze֒du. Procesy te nie biegna֒
przez punkty siod lowe rze֒dów wyższych niż 1, ponieważ ida֒c z takiego punktu
siod lowego można zawsze znaleźć punkt siod lowy pierwszego rze֒du, który
 la֒czy stan pocza֒tkowy ze stanem końcowym a odpowiada mniejszej niż punkt
siod lowy wyższego rze֒du barierze energetycznej. Dlatego w analizie hiperpo-
wierzchni energii potencjalnej uk ladów molekularnych znajdujemy jedynie mi-
nima (które odpowiadaja֒ substratom, produktom i produktom przej́sciowym
w badaniu reakcji chemicznych lub stabilnym konformacjom w analizie kon-
formacyjnej) i punkty siod lowe pierwszego rze֒du (które odpowiadaja֒ stanom
przej́sciowym). Wyja֒tkiem sa֒ sytuacje, w których energia jest funkcja֒ jednej
zmiennej; wtedy stany przej́sciowe odpowiadaja֒ maksimom.
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Z rysunku można zauważyć, że w dowolnym punkcie krytycznym p laszczyzna
styczna do wykresu jest równoleg la do p laszczyzny xy a to oznacza, że obie
pochodne cza֒stowe funkcji sa֒ równe zeru. Podobnie be֒dzie w przypadku funkcji
wie֒cej niż dwóch zmiennych. Zatem warunek konieczny aby dany punkt by l
punktem krytycznym ma naste֒puja֒ca֒ postać:

∂f(x∗1, x
∗
2, . . . x

∗
n)

∂x1
= 0,

∂f(x∗1, x
∗
2, . . . x

∗
n)

∂x2
= 0, . . . ,

∂f(x∗1, x
∗
2, . . . x

∗
n)

∂xn
= 0

Ponieważ w punkcie krytycznym druga pochodna nie jest, jak w przy-
padku funkcji jednej zmiennej, liczba֒ lecz macierza֒, badanie charakteru punktu
krytycznego jest dla funkcji wielu zmiennych bardziej skomplikowane. Oka-
zuje sie֒, że w otoczeniu punktu krytycznego można zawsze wybrać taki uk lad
wspó lrze֒dnych, że drugie pochodne mieszane sa֒ w nim równe zeru i hesjan
staje sie֒ macierza֒ diagonalna֒. Rozważmy przypadek funkcji dwóch zmiennych
i napiszmy przybliżone wyrażenie na energie֒ w otoczeniu punktu krytycznego
(x∗, y∗) biora֒c, podobnie jak w przypadku funcji jednej zmiennej, rozwinie֒cie w
szereg Taylora do drugiego rze֒du w la֒cznie. Pamie֒tamy, że pierwsze pochodne w
punkcie krytycznym sa֒ równe zeru oraz, że drugie pochodne mieszane sa֒ sobie
równe.

f(x, y) ≈ f(x∗, y∗) +
1

2

[
∂f(x∗, y∗)

∂x2
(x− x∗)2 + 2

∂f(x∗, y∗)

∂x∂y
(x− x∗)(y − y∗)+

∂f(x∗, y∗)

∂y2
(y − y∗)2

]

= f(x,∗ , y∗) +
1

2
(x− x∗, y − y∗)H

(
x− x∗

y − y∗

)

Wyrażenie typu zTHz, gdzie z jest dowolnym wektorem niezerowym, nazywa
sie֒ forma֒ kwadratowa֒ macierzy H. Można zatem powiedzieć, że energia w
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dostatecznie ma lym otoczeniu punktu krytycznego, liczona w odniesieniu do
energii w punkcie krytycznym, jest w przybliżeniu forma֒ kwadratowa֒ hesjanu.

Przesuwamy teraz pocza֒tek uk ladu wspó lrze֒dnych do punktu (x∗, y∗) oraz
obracamy osie uk ladu tak, aby w przekszta lconym uk ladzie wspó lrze֒dnych znik ly
mieszane pochodne cza֒stkowe (na wykresie warstwicowym funkcji sa֒ to kie-
runki prostopad le do jej warstwic). Oznaczmy nowe wspó lrze֒dne przez ξ oraz η.
Oczywíscie, osie ξ i η sa֒ do siebie prostopad le tak jak osie oryginalnego uk ladu
wspó lrze֒dnych. Wtedy przybliżone wyrażenie na wartość funkcji w otoczeniu
punktu krytycznego (który w nowym uk ladzie wspó lrze֒dnych ma wspó lrze֒dne
(0,0)) ma postać:

f(ξ, η) = f(0, 0) +
1

2

[
∂2f(0, 0)

∂ξ2
ξ2 +

∂2f(0, 0)

∂η2
η2
]

Prawa strona zawiera wyrażenia zależa֒ce tylko od kwadratu ξ albo η. Zatem
jeżeli obie drugie pochodne w nowym uk ladzie wspó lrze֒dnych be֒da֒ wie֒ksze od
zera to punkt be֒dzie minimum (wartość funkcji po oddaleniu sie֒ od punktu kry-
tycznego w dowolnym kierunku be֒dzie sie֒ zwie֒kszać), jeżeli obie be֒da֒ mniejsze
od zera to maksimum (wartość funkcji po oddaleniu sie֒ od punktu krytycznego
w dowolnym kierunku be֒dzie sie֒ zmniejszać) a jeżeli jedna be֒dzie wie֒ksza a
druga mniejsza od zera to punkt be֒dzie punktem siod lowym (wartość funkcji
rośnie wzd luż jednego kierunku a maleje wzd luż kierunku doń prostopad lego).
Przyk lad wspó lrze֒dnych (ξ, η) dla jednego z minimów oraz punktu siod lowego
na ścieżce reakcji izomeryzacji cynajowodoru do izocyjanowodoru jest pokazany
na poniższym rysunku.

 Latwo zauważyć, że znajdowanie wspó lrze֒dnych ξ i η jest równoważne dia-
gonalizacji hesjanu. Diagonalizacja polega bowiem na przekszta lceniu macierzy,
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przy pomocy transformacji podobieństwa, w macierz diagonalna֒. W przypadku
funkcji dwóch zmiennych mamy:

VTHV =

(
λ1 0
0 λ2

)

przy czym kolumny macierzy V tworza֒ wektory ortonormalne:

v1 ◦ v1 = v211 + v221 = 1

v1 ◦ v2 = v11v12 + v21v22 = 0

v2 ◦ v2 = v212 + v222 = 1

Kolumny macierzy wektorów w lasnych V wyznaczaja֒ kierunki osi ξ i η,
natomiast wartości w lasne sa֒ drugimi pochodnymi funkcji w tych kierunkach w
punkcie krytycznym:

V =

(
ξx ηx
ξy ηy

)

λ1 =
∂2f

∂ξ2
, λ2 =

∂2f

∂η2

Aby zbadać charakter punktu krytycznego potrzebne sa֒ tylko wartości
w lasne hesjanu. Znajduje sie֒ je rozwia֒zuja֒c równanie wiekowe dla wyznacznika
macierzy:

det(H − λI) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂2f
∂x2

1

− λ ∂2f
∂x1∂x2

. . . ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2

2

− λ . . . ∂2f
∂x2∂xn

...
...

. . .
...

∂2f
∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

. . . ∂2f
∂x2

n
− λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0

gdzie I jest macierza֒ jednostkowa֒.

I =








1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1








Równanie to ma n pierwiastków rzeczywistych, co wynika wprost z faktu, że
hesjan jest macierza֒ hermitowska֒.

Podsumowuja֒c, punkty krytyczne na hiperpowierzchni energii potencjalnej
można scharakteryzować jak w poniższej tabelce.
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Rodzaj Charakterystyka Znaczenie
Miminum λ1 > 0, λ2 > 0, . . . λn > 0 Substrat, produkt, pro-

dukt przej́sciowy, stabilna
konformacja

Punkt siod lowy
1-go rze֒du

λ1 < 0, λ2 > 0, . . . λn > 0 Stan przej́sciowy

Punkt siod lowy
m-tego rze֒du
(m > 1)

λ1 < 0, λ2 < 0, . . . λm <
0,λm+1 > 0 . . . λn > 0

Bez znaczenia

Maksimum λ1 < 0, λ2 < 0, . . . λn < 0 Bez znaczenia dla n > 1,
stan przej́sciowy dla n = 1

2.2 Przyk lady

Przyk lad 1

Znaleźć d lugość wia֒zania odpowiadaja֒ca֒ minimum energii cza֒steczli azotu,
jeżeli energia potencjalna cza֒steczki w zależności od d lugości wia֒zania (d) jest
dana naste֒puja֒cym przybliżonym wzorem:

E(d) = 815(d− 1, 09 Å)2

Rozwia֒zanie: W pierwszym kroku obliczamy pochodna֒ energii wzgle֒dem d.

E′(d) = (815d2 − 2 × 815 × 1, 09d− 815 × 1, 092)′

= 2 × 815d− 2 × 815 × 1, 09 = 2 × 815(d− 1, 09)

Jeżeli zastosować wzór na pochodna֒ funkcji z lożonej to można unikna֒ć pod-
noszenia wyrażenia w nawiasie do kwadratu i późniejszego zwijania wyrażenia
na pochodna֒:

E(g(d)) = 815g(d)2, g(d) = d− 1, 09

E′(g(d)) = E′(g)g′(d) = 2 × 815(g(d)) × 1 = 2 × 815(d− 1, 09)

W naste֒pnym kroku szukamy miejsca zerowego pochodnej. W takim punkcie
na uk lad nie dzia laja֒ żadne si ly czyli energia może mieć minimum, maksimum
lub punkt przegie֒cia:

E′(d∗) = 2 × 815(d∗ − 1, 09) = 0 ⇒ d∗ = 1, 09

Pozostaje ustalić czy punkt ten stanowi minimum. W tym celu liczymy
druga֒ pochodna֒ energii i sprawdzamy jej znak:
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E′′(d∗) = (2 × 815(d∗ − 1, 09))′ = 2 × 815 > 0

Zatem znaleziony punkt stanowi minimum energii.
Wykresy energii i jej pochodnej w funkcji d lugości wia֒zania sa֒ podane na

poniższym rysunku.
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Przyk lad 2

Dany jest uk lad sk ladaja֒cy sie֒ z protonu po lożonego pomie֒dzy dwoma takimi
samymi atomami, be֒da֒cymi akceptorem protonu, gdzie istnieje możliwość prze-
niesienia protonu od jednego akceptora do drugiego:

A − H · · ·A ⇀↽ A · · ·H − A

Zak ladaja֒c, że pocza֒tek uk ladu wspó lrze֒dnych znajduje sie֒ w po lowie od-
leg lości mie֒dzy atomami akceptora X i że proton porusza sie֒ tylko na osi X· · ·X,
krzywa energii potencjalnej jest dana wzorem:

E(x) = a(x2 − b2)2 − c

gdzie a, b i c sa֒ parametrami (przy czym a > 0 i b ≥ 0 a x jest wspó lrze֒dna֒
określaja֒ca֒ po lożenie protonu mie֒dzy atomami X, znaleźć po lożenia wszystkich
minimów i maksimów oraz odpowiadaja֒ce im wartości energii potencjalnej, jak
również bariere֒ przej́scia mie֒dzy dwoma stanami w procesie przeniesienia pro-
tonu, jako funkcje parametrów a, b i c.

Rozwia֒zanie: Najpierw szkicujemy badany uk lad z zaznaczeniem zmiennej
funkcji energii (wspó lrze֒dnej reakcji):
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Korzystaja֒c ze wzoru na pochodna֒ funkcji z lożonej, obliczamy pochodna֒ i
znajdujemy jej miejsca zerowe:

E′(x) = 2a(x2 − b2) × 2x = 0

x2 − b2 = 0 lub x = 0

x1 = −b, x2 = 0, x3 = b

Naste֒pnie, korzystaja֒c z wzoru na pochodna֒ iloczynu, obliczamy druga֒ po-
chodna֒ i wyliczamy jej wartości w punktach x1, x2 i x3.

E′′(x) = 2a× 2x× 2x+ 2a(x2 − b2) × 2 = 4a(3x2 − b2)

E′′(−b) = 4a(3(−b)2 − b2) = 8ab2 > 0 (a > 0)

E′′(0) = 4a(0 − b2) = −4ab2 < 0

E′′(b) = 4a(3b2 − b2) = 8ab2 > 0

Zatem punkty x1 i x3 sa֒ minimami energii a punkt x2 stanowi maksimum.
Obliczamy wartości energii w tych trzech punkach:

E(x1) = E(x3) = −c
E(x2) = ab4 − c

Bariera energetyczna jest różnica֒ energii w maksimum i w minimum:

∆E∗ = E(x2) − E(x1) = E(x3) − E(x1) = ab4

Bariera bardzo szybko maleje z parametrem określaja֒cym po lożenia mi-
nimów (b). Gdy b = 0, bariera znika i na krzywej energii pozostaje tylko jedno
minimum, odpowiadaja֒ce po lożeniu protonu dok ladnie pomie֒dzy atomami ak-
ceptora. Taka sytuacja wyste֒puje w uk ladach z bardzo silnym wia֒zaniem wodo-
rowym, np. kwaśnych fluorkach albo kwaśnych maleinianach.

Krzywe energii dla a = 1, c = 0 oraz trzech różnych wartości b ilustruje
rysunek.
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Przyk lad 3

Znaleźć po lożenia oraz wartości ka֒ta ω (zdefiniowanego na poniższym rysunku)
wszystkich minimów i maksimów energii torsyjnej w przedziale [−π, π] dla ob-
rotu wokó l wia֒zania C-N grupy peptydowej w cza֒steczce N-metyloacetamidu
(CH3-CONH-NHCH3) oraz obliczyć bariere֒ przej́scia mie֒dzy strukturami odpo-
wiadaja֒cymi minimom energii. Jakie konfiguracje cza֒steczki odpowiadaja֒ tym
minimom?

Energia potencjalna w funkcji ka֒ta ω jest dana naste֒puja֒cym równaniem:

E(ω) = 1, 2[1 + cosω] + 10[1 − cos(2ω)]

Rozwia֒zanie: Korzystaja֒c z wzorów na pochodna֒ funkcji cosinus oraz na
pochodna֒ funkcji z lożonej, obliczamy pochodna֒ energii:

E′(ω) = −1, 2 sinω + 2 × 10 sin(2ω)

= −1, 2 sinω + 20 sin(2ω) = sinω(40 cosω − 1, 2)
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W ostatnim przekszta lceniu skorzystalísmy ze wzoru sin(2ω) = 2 sinω cosω.
Pochodna ma miejsca zerowe gdy sinω = 0 lub cosω = 1, 2/40 =

0, 03. Zatem na krzywej energii mamy w przedziale [−π, π] (lub [−180◦, 180◦])
naste֒puja֒ce punkty krytyczne:

ω1 = −π (−180◦), ω2 = −1, 5408 (−88, 28◦), ω3 = 0, ω4 = 1, 5408 (88, 28◦), ω5 = π (180◦)

Aby określić charaktery tych punktów, obliczamy druga֒ pochodna֒:

E′′(ω) = −1, 2 cosω + 2 × 20 cos(2ω)

= −1, 2 cosω + 40(2 cos2 ω − 1)

Skorzystalísmy z wzoru redukcyjnego cos(2ω) = 2 cos2 ω − 1.

E′′(−π) = E′′(π) = −1, 2(−1) + 40(2 × (−1)2 − 1) = 41, 2 ⇒ minimum

E′′(−1, 5408) = E′′(1, 5408) = −1, 2 × 0, 03 + 40(2 × 0, 032 − 1) =

−39, 964 < 0 ⇒ maksimum

E′′(0) = −1, 2 + 40(2 − 1) = 38, 8 > 0 ⇒ minimum

W drugiej linii podstawilísmy cosω2 = cosω4 = 0, 03.
W tabelce sa֒ zestawione poszczególne punkty krytyczne, ich charakter oraz

wartości energii a wykres energii jest podany poniżej. Minimum, dla którego
ω = 0 jest konformacja֒ 1 cis a to z ω = π (180◦) konformacja֒ trans. Różnica
energii mie֒dzy konformacja֒ trans i cis wynosi ∆E = E(0) − E(π) = 2, 4
kcal/mol a bariera przej́scia od konformacji cis do konformacji trans wynosi
∆E∗ = E(1, 5408) − E(0) = 20, 018 kcal/mol (aby obliczyć bariere֒ trzeba sko-
rzystać z wzoru redukcyjnego na cos(2ω) i wstawić do wzoru wartość cosinusa
w maksimum).

ω[◦] −180 −88, 28 0 88, 28 180
Charakter min. maks. min. maks. min.
E(ω)[kcal/mol] 0 20, 018 2, 4 20, 018 0

1Zgodnie z nomenklatura֒ stereochemiczna֒ należa loby używć tu s lowa ,,konfiguracja”, po-
nieważ bariera energetyczna mie֒dzy strukturami jest duża, w chemii peptydów przyje֒ lo sie֒
jednak mówić ,,konformacja cis” i ,,konformacja trans”.
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Przyk lad 4

Fragment powierzchni energii przeniesienia protonu od donora A do akceptora
B w pewnym uk ladzie można opisać naste֒puja֒cym równaniem, w którym x =
dA···H a y = dB···H:

E(x, y) = 2(x− y)2 − (x+ y − 3)2

Znaleźć punkt lub punkty krytyczne tej funkcji i określić ich charakter (mi-
nium, maksimum lub punkt siod lowy).

Rozwia֒zanie: W pierwszym kroku wyliczamy pochodne cza֒stkowe funkcji
wzgle֒dem poszczególnych zmiennych:

∂E

∂x
= 2 × 2(x− y) − 2(x+ y − 3) = 2x− 6y + 6

∂E

∂y
= −2 × 2(x− y) − 2(x+ y − 3) = −6x+ 2y + 6

Punktowi krytycznemu odpowiada taka para (x∗, y∗), że obie pochodne
cza֒stkowe przyjmuja֒ wartość zero. Znalezienie tego punktu wymaga rozia֒zania
uk ladu dwóch równań liniowych z dwiema niewiadomymi:

2x− 6y = −6

−6x+ 2y = −6

Rozwia֒zaniem jest x∗ = 1, 5 Å, y∗ = 1, 5 Å.
Charakter punktu krytycznego określamy poprzez obliczenie wartości

w lasnych macierzy drugich pochodnych (hesjanu) energii w punkcie krytycznym:
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∂2E

∂x2
=
∂(2x− 6y + 6)

∂x
= 2

∂2E

∂y∂x
=
∂(2x− 6y + 6)

∂y
= −6

∂2E

∂x∂y
=
∂(−6x+ 2y + 6)

∂x
= −6

∂2E

∂y2
=
∂(−6x+ 2y + 6)

∂y
= 2

Zwróćmy uwage֒, że wszystkie drugie pochodne sa֒ liczbami. Aby wyliczyć
wartości w lasne, uk ladamy wyznacznik wiekowy hesjanu:

det(H − λI) =

∣
∣
∣
∣

2 − λ 6
6 2 − λ

∣
∣
∣
∣

= 0

Po rozwinie֒ciu wyznacznika dostajemy równanie kwadrartowe na λ

(2 − λ)2 − 36 = 0 ⇒ 2 − λ = ±6

Sta֒d λ1 = −4, λ2 = 8. Punkt krytyczny jest punktem siod lowym (jedna
wartość w lasna hesjanu jest ujemna).

Powierzchnia energii potencjalnej jest przedstawiona na poniższym rysunku.
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Przyk lad 5∗

Powierzchnia energii konformacyjnej pewnej cza֒steczki jest opisywana poprzez
dwa ka֒ty torsyjne, oznaczone jako τ1 i τ2. Znaleźć minima, punkty siod lowe i
maksima na tej powierzchni zak ladaja֒c, że oba ka֒ty torsyjne leża֒ w przedziale
[−π, π] ([−180◦, 180◦]).

E(τ1, τ2) = cos(τ1 + τ2) − cos(τ1 − τ2)

Tak, jak w przyk ladzie 4, obliczamy pochodne cza֒stkowe wzgle֒dem każdej
ze zmiennych i znajdujemy ich miejsca zerowe:

∂E

∂τ1
= − sin(τ1 + τ2) + sin(τ1 − τ2) = 0

∂E

∂τ2
= − sin(τ1 + τ2) − sin(τ1 − τ2) = 0

Dodaja֒c a naste֒pnie odejmuja֒c powyższe równania stronami dostajemy:

−2 sin(τ1 + τ2) = 0 ⇒ τ1 + τ2 = kπ, k ∈ C

2 sin(τ1 − τ2) = 0 ⇒ τ1 − τ2 = mπ,m ∈ C

Dodaja֒c i odejmuja֒c stronami prawe strony powyższych równań i dziela֒c
wyniki obustronnie przez 2 dostajemy:

τ1 =
k +m

2

τ2 =
k −m

2

Liczby ca lkowite k i m należy dobrać tak, aby zarówno τ1, jak i τ2 mieści ly
sie֒ w przedziale [−π, π]. Z powyższego wzoru wynika wprost, że τ1 i τ2 moga֒
być albo jednocześnie wielokrotnościami π (180◦) albo π/2 (90◦), natomiast
kombinacje takie jak np. τ1 = π, τ2 = π/2 nie sa֒ punktami krytycznymi na
powierzchni energii.

Charaktery poszczególnych punktów krytycznych sa֒ zestawione w poniższej
tabelce. Dla przyk ladu poniżej dalej podane określenie charakteru punktów
o wspó lrze֒dnych odpowiednio (π/2, π/2), (π/2,−π/2) oraz (0, 0); obliczenia w
pozosta lych przypadkach sa֒ podobne.

❍
❍
❍

❍
❍

τ1

τ2 −π −π/2 0 π/2 π

−π siod lo siod lo siod lo
−π/2 min Maks
0 siod lo siod lo siod lo
π/2 Maks min
π siod lo siod lo siod lo
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Obliczamy drugie pochodne:

∂2E

∂τ21
= − cos(τ1 + τ2) + cos(τ1 − τ2)

∂2E

∂τ2∂τ1
= − cos(τ1 + τ2) − cos(τ1 − τ2)

∂2E

∂τ1∂τ2
= − cos(τ1 + τ2) − cos(τ1 − τ2)

∂2E

∂τ22
= − cos(τ1 + τ2) + cos(τ1 − τ2)

Dla τ1 = π/2, τ2 = π/2:

H =

(
− cosπ + cos 0 − cosπ − cos 0
− cosπ − cos 0 − cosπ + cos 0

)

=

(
2 0
0 2

)

Ponieważ hesjan ma tylko niezerowe elementy diagonalne, każdy z nich
jest jego wartościa֒ w lasna֒. Obie wartości w lasne sa֒ dodatnie a zatem punkt
(π/2, π/2) stanowi minimum energii. Ponieważ cosinus jest funkcja֒ parzysta֒,
jego siostrzanym punktem jest (−π/2, π/2).

Dla τ1 = π/2, τ2 = −π/2:

H =

(
− cos 0 + cosπ − cos 0 − cosπ
− cos 0 − cosπ − cos 0 + cosπ

)

=

(
−2 0
0 −2

)

Ten punkt stanowi maksimum (oba elementy diagonalne, które sa֒ jedno-
cześnie wartościami w lasnymi, sa֒ ujemne). Jego siostrzanym punktem jest
(−π, π).

Dla τ1 = 0, τ2 = 0:

H =

(
− cos 0 + cos 0 − cos 0 − cos 0
− cos 0 − cos 0 − cos 0 + cos 0

)

=

(
0 −2
−2 0

)

Równanie wiekowe ma postać:

det(H − λI) =

∣
∣
∣
∣

−λ −2
−2 −λ

∣
∣
∣
∣
⇒ λ2 = 4, λ1 = −2, λ2 = 2

Ten punkt jest punktem siod lowym. Jego siostrzanymi punktami sa֒ wszyst-
kie punkty takie, że każdy z ka֒tów wynosi −π, 0 lub π.

Poniższy rysunek ilustruje badana֒ powierzchnie֒ energii oraz znalezione na
niej punkty krytyczne.
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Przyk lad 6

W poniższej tabeli sa֒ zestawione energie oraz wartości w lasne czterech punktów
krytycznych pewnej reakcji chemicznej, która֒ można opisać przy pomocy trzech
wspó lrze֒dnych. Jeden z tych punktów stanowia֒ substraty a jeden produkty.

Punkt 1 2 3 4
Energia
[kcal/mol]

-210 -260 -200 -185

λ1 [kcal/mol/Å2] 100 155 -150 -100
λ2 [kcal/mol/Å2] 125 295 55 -31
λ3 [kcal/mol/Å2] 300 489 176 52

Na podstawie tych danych:

1. Określić charakter punktów krytycznych i ocenić, które z nich sa֒ punktami
na ścieżce reakcji.

2. Wiedza֒c, że reakcja jest egzotermiczna, określić, który punkt odpowiada
substratom, który produktom, a który stanowi przej́sciowemu.

3. Obliczyć energie֒ reakcji oraz bariere֒ energetyczna֒ reakcji.

Rozwia֒zanie:

1. Punkty 1 i 2 sa֒ minimami energii (wszystkie wartości w lasne hesjanu sa֒ do-
datnie), punkt 3 jest punktem siod lowym pierwszego rze֒du (jedna wartość
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w lasna ujemna) a punkt 4 jest punktem siod lowym drugiego rze֒du (dwie
wartości w lasne ujemne). Punkt 4 nie jest punktem na ścieżce reakcji
ponieważ reakcje biegna֒ tylko przez punkty siod lowe pierwszego rze֒du.

2. Spośród minimów niższa energia odpowiada punktowi 2, zatem punkt 1
odpowiada substratom a punkt 2 produktom reakcji. Punkt 3 odpowiada
stanowi przej́sciowemu reakcji.

3. Efekt energetyczny reakcji wynosi ∆E = E2 − E1 = −260 − (−210) =
−50 kcal/mol (odejmujemy energie֒ substratów od energii produktów) a
bariera energetyczna reakcji wynosi ∆E∗ = −200− (−210) = 10 kcal/mol
(odejmujemy energie֒ substratów od energii stanu przej́sciowego).

2.3 Zadania

Uwaga! W poniższych zadaniach odleg lości i d lugości wia֒zań sa֒ dane w
angströmach, ka֒ty p laskie w stopniach a energia jest wyrażona w kcal/mol.

Zadanie 1

Znaleźć wartość ka֒ta H-O-H (α) w cza֒steczce wody, która odpowiada minimum
energii cza֒steczki jeżeli energia jest w przybliżeniu dana poniższym równaniem:

E(α) = 47(α− 104, 5)2

Odpowiedź: α∗ = 104, 5◦

Zadanie 2

Znaleźć odleg lość r∗ odpowiadaja֒ca֒ minimum energii uk ladu dwóch atomów
helu, których energia jest dana poniższym równaniem. Sprawdzić, czy znale-
ziony punkt odpowiada minimum energii. Obliczyć energie֒ w minimum.

E(r) = 0, 02

[(
2, 3

r

)12

− 2

(
2, 3

r

)6
]

Odpowiedź: r∗ = 2, 3 Å, E∗ = −0.02 kcal/mol.

Zadanie 3

Znaleźć po lożenie minimum energii w funkcji sta lych C i D potencja lu 12-
10, używanego do obliczania energii oddzia lywania proton-akceptor protonu w
wia֒zaniach wodorowych. Energia jest dana poniższym równaniem. Sprawdzić,
czy znaleziony punkt jest minimum energii.

E(r) =
C

r12
− D

r10
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Odpowiedź: r∗ =
√

12C
10D .

Zadanie 4∗
Dobrać tak parametr k w funkcji wyk ladników n i m (n > m) w potencjale
n−m, aby minimum energii wypada lo dok ladnie przy wartości r◦. Jaka be֒dzie
wtedy wartość energii w minimum?

E(r) = ǫ

[(
r◦

r

)n

− k

(
r◦

r

)m]

Odpowiedź: k = n/m, E∗ = −ǫ.

Zadanie 5

Znaleźć wszystkie minima i maksima w przedziale [−π, π] energii w funkcji ka֒ta
obrotu τ wokó l wia֒zania S-S w disiarczku dimetylu CH3-S-S-CH3, jeżeli energia
jest dana poniższym równaniem:

E(τ) = 3, 5[1 + cos(2τ)]

Określić bariere֒ energetyczna֒ obrotu wokó l tego wia֒zania oraz naszkicować
przybliżony wykres energii w funkcji ka֒ta τ .

Odpowiedź: Minima: τ = ±π/2, maksima: τ = −π, 0, π, ∆E∗ = 7 kcal/mol.

Zadanie 6

Znaleźć wszystkie minima i maksima w przedziale [−π, π] energii jako funkcji
ka֒ta obrotu wokó l wia֒zania C-C w cza֒steczce etanu.

E(τ) = 1, 3[1 + cos(3τ)]

Odpowiedź: Minima: τ = −π,−π/3, π/3, π, maksima: τ = −2π/3, 0, 2π/3.

Zadanie 7

Znaleźć punkty krytyczne na wycinku hiperpowierzchni energii potencjalnej
przeniesienia protonu od donora A do akceptora B, danej jako funkcja odleg lości
A · · ·H (x) oraz B · · ·H (y), danej naste֒puja֒cym wzorem:

E(x, y) = 2(x− y)2 + (x+ y − 3)2

Odpowiedź: (x∗ = 1, 5; y∗ = 1, 5), minimum.
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Zadanie 8

Energie֒ potencjalna֒ cza֒steczki nadtlenku benzoilu Ph-C(=O)-O-O-(O=C)-Ph
w zależności od ka֒ta walencyjnego O-O-C (θ) oraz ka֒ta torsyjnego obrotu wokó l
wia֒zania O-O (τ) można opisać równaniem:

E(θ, τ) = 50(θ − 120◦)2 + 2, 5[1 + cos(2τ)]

Znaleźć punkty krytyczne oraz określić ich typ (minimum, maksimum, punkt
siod lowy) na tej hiperpowierzchni energii potencjalnej, traktuja֒c θ i τ jako
zmienne. Ka֒t θ zmienia sie֒ w przedziale [0◦, 180◦] a ka֒t τ w przedziale
[−180◦, 180◦].

Odpowiedź: Minima wyste֒puja֒ dla (θ = 120◦, τ = ±90◦) a punkty siod lowe
dla (θ = 120◦, τ = −180◦, 0◦, 180◦). Powierzchnia energii nie posiada mak-
simów.

Zadanie 9

Które zaznaczone (symbolami lub liczbami) punkty na za la֒czonej powierzchni
energii potencjalnej blokowanej alaniny sa֒ minimami a które punktami
siod lowymi?

Zadanie 10

Na powierzchni energii potencjalnej odpowiadaja֒cej pewnej przemianie kon-
formacyjnej, która może być opisana trzema parametrami geometrycznymi,
maja֒cymi sens ka֒tów dwuściennych, znaleziono 4 punkty krytyczne, dla
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których wartości energii (E, kcal/mol) oraz wartości w lasne hesjanu energii
[kcal/(mol×Å2)] sa֒ naste֒puja֒ce:

Punkt 1: E = 0, λ1 = 10, λ2 = 20, λ3 = 30

Punkt 2: E = 15, λ1 = −5, λ2 = −4, λ3 = −4

Punkt 3: E = 5, λ1 = −5, λ2 = 5, λ3 = 10

Punkt 4: E = −8, λ1 = 10, λ2 = 10, λ3 = 20.

Określić charakter (minimum, maksimum, punkt siod lowy oraz rza֒d punktu
siod lowego) każdego z tych punktów krytycznych. Który czy które z nich od-
powiadaja֒ punktom na ścieżce przemiany konformacyjnej? Odpowiedzi uza-
sadnić.



Rozdzia l 3

Mechanika molekularna

Literatura

1. L. Piela, Idee chemii kwantowej, PWN, rozdz. 7.2.

3.1 Wste֒p teoretyczny

Obliczanie energii dużych moleku l i uk ladów moleku l poprzez rozwia֒zanie
równania Schrödingera, nawet w przybliżeniu Hartree-Focka-Roothaana, jest za-
gadnieniem bardzo z lożonym obliczeniowo. Jego z lożoność w przypadku metod
ab initio rośnie z czwarta֒ a nawet pia֒ta֒ pote֒ga֒ liczby atomów. Dlatego, jeżeli
celem obliczeń jest analiza konformacyjna lub zbadanie zachowania uk ladów mo-
leku l, które nie reaguja֒ ze soba֒ (np. niekowalencyjne wia֒zanie liganda z recepto-
rem), używa sie֒ empirycznych pól si lowych. Modelowanie uk ladów chemicznych
przy użyciu empirycznych pól si lowych nazywa sie֒ mechanika֒ molekularna֒.

W mechanice molekularnej moleku le֒ lub uk lad moleku l traktuje sie֒
jako zbiór elastycznych kulek posiadaja֒cych  ladunki elektryczne, z których
niektóre, w szczególności te zwia֒zane ze soba֒ wia֒zaniami chemicznymi, sa֒
po la֒czone spre֒żynami. Oddzia lywania tych obiektów sa֒ opisywane klasycz-
nymi wyrażeniami na energie֒, które wraz ze swymi parametrami, stanowia֒ em-
piryczne pole si lowe. Sk ladowe energii odpowiadaja֒ oddzia lywaniom wia֒ża֒cym

czyli takim, gdzie oddzia luja֒ce atomy sa֒ zwia֒zane wia֒zaniem chemicznym lub sa֒
do la֒czone wia֒zaniami chemicznymi do tego samego atomu oraz oddzia lywaniom

niewia֒ża֒cym i oddzia lywaniami elektrostatycznymi jeżeli oddzia luja֒ce atomy sa֒
rozdzielone co najmniej trzema wia֒zaniami. Jeżeli oddzia luja֒ce atomy sa֒ oddzie-
lone dok ladnie trzema wia֒zaniami mówimy o oddzia lywaniach 1,4-niewia֒ża֒cych.
Dodatkowo wyróżnia sie֒ oddzia lywania torsyjne, które sa֒ zwia֒zane z ta֒ cze֒ścia֒
energii obrotu wokó l wia֒zania, która nie daje sie֒ zapisać jako suma oddzia lwań
1,4-niewia֒ża֒cych atomów do la֒czonych z każdej strony wia֒zania. Poniższy rysu-
nek ilustruje opisany podzia l oddzia lywań.

43
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Ogólne wyrażenie na energie֒ uk ladu ma postać:

E = Es + Eb + Etor + Eel + Enb

gdzie Es jest energia֒ odkszta lcania wia֒zań, Eb energia֒ odkszta lceń ka֒tów wa-
lencyjnych, Etor jest energia֒ torsyjna֒, Eel jest energia֒ elektrostatyczna֒ a Enb

energia֒ oddzia lywań niewia֒ża֒cych. Energie֒ w mechanice molekularnej wyraża
sie֒ w kcal/mol lub w kJ/mol.

Bardzo ważne! Energia dana powyższym równaniem jest energia֒ wzgle֒dna֒,
podobnie jak energia potencjalna cia la w polu grawitacyjnym ziemskim liczona
wzgle֒dem poziomu morza w Kronsztadzie. Możemy tak obliczonych energii
zatem użyć do porównywania dwóch konformacji danej cza֒steczki, aby ocenić
która z nich jest bardzie prawdopodobna, do obliczenia barier energetycznych
przej́sć konformacyjnych, oceny energii asocjacji cza֒steczek, itp. Natomiast,
w przeciwieństwie do metod chemii kwantowej, nie można porównywać w ten
sposób liczonych energii różnych cza֒steczek. By loby tak samo nieuzasadnione
jak stwierdzenie, że podniesienie kamienia o masie 10 kg be֒dzie wymaga lo
takiego samego wysi lku na Ziemi i na Marsie. W przypadku pojedynczych
cza֒steczek, energie֒ wyliczona֒ przy użyciu pola si lowego nazywa sie֒ energia֒ kon-

formacyjna֒, w odróżnieniu od energii cza֒steczki, która zawiera w sobie energie֒
tworzenia wia֒zań chemicznych.

Kolejna֒ różnica֒ pomie֒dzy mechanika֒ molekularna֒ i chemia֒ kwantowa֒ jest
liczba typów atomów. W chemii kwantowej typ atomu odpowiada pierwiastkowi
w uk ladzie okresowym, ponieważ energia uk ladu jest określona przez  ladunki
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poszczególnych ja֒der atomowych, liczbe֒ elektronów oraz geometrie֒ ja֒der. Nato-
miast w mechanice molekularnej typ atomu zależy nie tylko od jego po lożenia
w uk ladzie okresowym ale i od jego otoczenia. Przyk ladowo, inny typ ma atom
we֒gla o hybrydyzacji sp3, inny ten o hybrydyzaji sp2 a nawet jeżeli atom we֒gla
ma taka֒ sama֒ hybrydyzacje֒ to inny typ be֒dzie mia l atom we֒gla zwia֒zanego
z innymi atomami we֒gla, inny jeżeli jest zwia֒zany z atomami we֒gla i jedym
atomem tlenu, itp.

Energie odkszta lceń wia֒zań oraz ka֒tów walencyjnych sa֒ opisywane prostymi
potencja lami harmonicznymi.

Es =
∑

wia̧zania

1

2
kdi (di − d◦i )2

gdzie di jest d lugościa֒ i-tego wia֒zania, d◦i jest jego d lugościa֒ równowagowa֒ a
kdi jest jego sta la֒ si lowa֒. Te parametry zależa֒ od typów zwia֒zanych ze soba֒
atomów.

Eb =
∑

ka̧ty

walencyjne

1

2
kθi (θi − θ◦i )2

gdzie θi jest wartościa֒ i-tego ka֒ta walencyjnego, θ◦i jego wartościa֒ równowagowa֒
a kθi jego sta la֒ si lowa֒. Te parametry zależa֒ od typów trzech atomów tworza֒cych
ka֒t walencyjny.

Wykres Es i Eb jest przedstawiony poniżej.

do / θo

E

d / θ

Energia torsyjna ma naste֒puja֒ca֒ postać:

Etor =
∑

ka̧ty

torsyjne

Vi
2

[1 ± cos(niτi)]

gdzie τi jest wartościa֒ i-tego ka֒ta torsyjnego, ni jest krotnościa֒ potencja lu tor-
syjnego a Vi jest różnica֒ energii torsyjnej od minimum do maksimum potencja lu;
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ta wielkość jest zwana bariera֒ torsyjna֒. Przy cosinusie wyste֒puje znak ,,+” lub
,,-” w zależności od tego, czy potencja l torsyjny ma maksimum czy minimum
dla τ = 0. Znak ,,-” wyste֒puje jeżeli potencja l torsyjny opisuje energie֒ ob-
rotu wokó l wia֒zania podwójnego lub cze֒ściowo podwójnego (wtedy potencja l
jest też dwukrotny; n = 2). Parametry potencja lów torsyjnych zwykle zależa֒
tylko od typów atomów tworza֒cych wia֒zanie, wokó l którego naste֒puje obrót
ale spotyka sie֒ też specyficzne potencja ly torsyjne, których parametry zależa֒
od typów wszystkich czterech atomów tworza֒cych ka֒t torsyjny. Potencja ly tor-
syjne definiuje sie֒ również dla niew laściwych ka֒tów torsyjnych, g lównie w celu
utrzymania p laskiej geometrii ugrupowań o hybrydyzacji sp2 (np. grup karbo-
nylowych). Potencja ly torsyjne sa֒ szerzej omówione na wyk ladzie.

Przyk ladowe wykresy potencja lu potrójnego (dla obrotu wokó l pojedynczego
wia֒zania C-C), potencja lu podwójnego z maksimami przy τ = ±90◦ (dla obrotu
wokó l cze֒ściowo podwójnego wia֒zania C-N grup amidowych) oraz potencja lu
podwójnego z minimami w τ = ±90◦ a maksimami dla τ = 0◦ i τ = ±90◦

(obrót wokó l wia֒zania S-S w dwusiarczkach organicznych) sa֒ pokazane poniżej.
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Energia elektrostatyczna jest suma֒ wk ladów pochodza֒cych od oddzia lywania
 ladunków cza֒stkowych zlokalizowanych na atomach. Wyraża sie֒ ona wzorem:

Eel =
∑

i

∑

j<i

j nie(sa̧siednio)zwia̧zany z i

332
qiqj
Drij

gdzie qi i qj sa֒  ladunkami cza֒stkowymi na atomach odpowiednio i i j, rij jest
odleg lościa֒ mie֒dzy tymi atomami a D jest wzgle֒dna֒ przenikalnościa֒ elektryczna֒
ośrodka. Zapis ,,nie(sa֒siednio)zwia֒zany z i” oznacza, że atom j nie tworzy
wia֒zania z i ani nie tworzy wraz z nim ka֒ta walencyjnego. Wykresy zmiany
energii elektrostatycznej z odleg lościa֒ dla oddzia lywania atomów na ladowanych
jedno- i różnoimiennie sa֒ przedstawione na poniższym rysunku.

0

E

r

ladunki jednoimienne
ladunki roznoimienne

Wspó lczynnik 332 pojawia sie֒ po to aby energia by la wyrażona w kcal/mol
jeżeli  ladunki sa֒ wyrażone w jednostkach  ladunku elektronu a odleg lość w
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angströmach. Wspó lczynnik ten otrzymuje sie֒ poprzez przeliczenie jednostek
z jednostek uk ladu SI. W uk ladzie SI energia oddzia lywania elektrostatycznego
dwóch  ladunków wyraża sie֒ wzorem:

Eel =
q1q2

4πǫ◦Dr

gdzie  ladunek wyrażony jest w coulombach a ǫ◦ = 8, 85419×10−12 F/m jest prze-
nikalnościa֒ elektryczna֒ próżni. Podstawiaja֒c wartość bezwzgle֒dna֒  ladunku elek-
tronu e = 1, 6022 × 10−19 C, przeliczaja֒c odleg lość na angströmy oraz mnoża֒c
energie֒ oddzia lywania przez liczbe֒ Avogadro (co odpowiada przeliczeniu ener-
gii na 1 mol) dostajemy naste֒puja֒ca֒ wartość mnożnika odpowiadaja֒ca֒ energii
wyrażonej w J/mol:

6, 022×1023
(1, 6022 × 10−19 C)2

4 × 3, 14159 × 8, 85419 × 10−12 × F × m−1 × 10−10 m
= 1, 3894×106 J

Dziela֒c te֒ liczbe֒ przez 4186 (wspó lczynnik przeliczeniowy z kilokalorii na
joule) dostajemy 331, 9 ≈ 332.

 Ladunki cza֒stkowe na atomach wyznacza sie֒ na ogó l poprzez ich dopaso-
wanie do potencja lu elektrostatycznego w otoczeniu cza֒steczki reprezentuja֒cej
dany fragment uk ladu (np. p-krezol w przypadku  lańcucha bocznego tyrozyny
czy N-metyloacetamid w przypadku grupy peptydowej). Potencja l elektrosta-
tyczny oblicza sie֒ z kolei korzystaja֒c z metod chemii kwantowej.  Ladunek da-
nego atomu zależy od bardziej rozleg lego otoczenia niż to, które determinuje
jego typ. Dlatego należy je wyznaczać dla każdego fragmentu oddzielnie. W
przypadku (bio)polimerów fragmenty te sa֒ jednostkami budulcowymi (np. jed-
nostka szkieletu  lańcucha bia lkowego,  lańcuch boczny, grupa fosforanowa, jed-
nostka pentozy, zasadna nukleinowa).

Energie֒ oddzia lywań niewia֒ża֒cych wyraża sie֒ potencja lem Lennarda-Jonesa
albo 12-6:

Enb =
∑

i

∑

j<i

j nie(sa̧siednio)zwia̧zany z i

εij

[(
r◦ij
rij

)12

− 2

(
r◦ij
rij

)6
]

gdzie r◦ij jest po lożeniem εij g le֒bokościa֒ minimum potencja lu. Te wielkości
wyraża sie֒ poprzez wielkości charakterystyczne dla poszczególnych typów
atomów na podsawie regu l Lorentza-Berthelota:

r◦ij = r◦i + r◦j

εij =
√
εiεj

Wykres potencja lu Lennarda-Jonesa jest przedstawiony na poniższym ry-
sunku.
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-ε

0

ro

E

r

Potencjal Lennarda-Jonesa

Wielkości r◦ i ε charakteryzuja֒ dany typ atomu.

Bardzo ważne: Bardzo cze֒sto pope lnianym b le֒dem przy obliczaniu ener-
gii z wzoru na pole si lowe jest liczenie oddzia lywań elektrostatycznych (Eel)
i niewia֒ża֒cych (Enb) pomie֒dzy atomami po la֒czonymi wia֒zaniem chemicznym
lub maja֒cymi wspólny ka֒t walencyjny (1,3-zwia֒zanymi). Oddzia lywania takich
atomów sa֒ w polach si lowych opisywane wy la֒cznie potencja lami harmonicznymi
sk ladaja֒cymi sie֒ na Es i Eb.

3.2 Przyk lady

Przyk lad 1

Obliczyć w przybliżeniu mechaniki molekularnej energie֒ cza֒steczek wody,
których wspó lrze֒dne kartezjańskie zosta ly przedstawione poniżej. Wyjaśnić
otrzymane wyniki. Równowagowa d lugość wia֒zania O-H wynosi d◦OH = 0, 957 Å
a równowagowa wartość ka֒ta walencyjnnego wynosi θ◦H−O−H = 104, 52◦. Sta la

si lowa dla wia֒zania O-H wynosi kd = 1106 kcal/(mol×Å2) a dla ka֒ta H-O-H
kθ = 94 kcal/(mol×rad2).
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Atom x [Å] y [Å] z [Å]
WAT1

O1 0,000000 0,000000 0,000000
H1 0,000000 0,000000 0,957000
H2 0,926434 0,000000 -0,239937

WAT2
O1 0,000000 0,000000 0,000000
H1 0,000000 0,000000 0,957000
H2 0,967092 0,000000 -0,250467

WAT3
O1 0,000000 0,000000 0,000000
H1 0,000000 0,000000 0,957000
H2 0,941157 0,000000 -0,173414

Rozwia֒zanie: Rozwia֒zuja֒c to zadanie warto na pocza֒tku wykonać rysunek
pogla֒dowy, który u latwi obliczenia. Poniższy rysunek ilustruje wszystkie trzy
geometrie cza֒steczki wody, które zosta ly oznaczone odpowiednio WAT1, WAT2
oraz WAT3, zgodnie z treścia֒ zadania.

Z rysunku wynika, że jedynymi oddzia lywaniami sa֒ oddzia lywania wia֒ża֒ce
zwia֒zane z odkszta lceniem d lugości wia֒zań i ka֒tów walencyjnych od wartości
równowagowych.
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Geometria WAT1. Z rysunku wynika, iż d lugość wia֒zania H1-O2, która֒
oznaczymy jako d1, wynosi 0,957 Å. D lugość wia֒zania H2-O2 oznaczona֒ jako
d2 wyliczamy ma podstawie wzoru podanego w opisie tematu 1. Ponieważ
cza֒steczka leży na p laszczyźnie a wia֒zanie H1-O2 tworzy przeciwprostoka֒tna֒
trójka֒ta prostoka֒tnego, wzór ten jest równoważny klasycznie sformu lowanemu
twierdzeniu Pitagorasa.

d2 =
√

0, 9264342 + 0, 2399372 = 0, 957 Å

Ostatnia֒ wielkościa֒ do policzenia pozosta l ka֒t α tworzony przez atomy H1-O1-
H2. Wartość ka֒ta α można wyliczyć dodaja֒c do siebie wartość ka֒ta zawartego
mie֒dzy wia֒zaniem H2-O1 i osia֒ x, a naste֒pnie dodaja֒c do wartości tego ka֒ta
90◦. Można również zastosować wprost wzór na cosα podany w opisie tematu
1.

sin(α− 90◦) =
0, 239937

0, 997
⇒ α = 104, 52◦

Ponieważ ka֒t walencyjny zosta l wyrażony w stopniach, aby móc podstawić
go do wyrażenia na energie֒ należy sta la֒ si lowa֒ ka֒ta przeliczyć na kcal/mol×deg2.

k = 94
kcal

mol × rad2 =
94

(
180
π

)2

kcal

mol × deg2 = 0, 02864
kcal

mol × deg2

Podstawiaja֒c d lugości wia֒zań i ka֒ty do wyrażenia na energie֒ dostajemy

Es =
1106

2
(0, 957 − 0, 957)2 +

1106

2
(0, 957 − 0, 957)2 = 0

kcal

mol

Eb =
0, 02864

2
(104, 52 − 104, 52)2 = 0

kcal

mol

EWAT1 = Es + Eb = 0
kcal

mol

Ten wynik oznacza, że geometria WAT1 odpowiada cza֒steczce wody w stanie
równowagi. Natomiast, jak zauważono w cze֒ści teoretycznej nie oznacza, że
energia 1 mola wody wynosi 0. Aby ja֒ określić, należy do tej wartości dodać
albo obliczona֒ metodami chemii kwantowej energie֒ tworzenia wody z atomów
albo obliczona֒ lub zmierzona֒ (jako ciep lo tworzenia) energie֒ tworzenia gazowej
wody z gazowego wodoru i gazowego tlenu w zależności od tego, jaki punkt
odniesienia wybierzemy.

Geometria WAT2. Z rysunku ponownie można odczytać, że d1 = 0, 975 Å.
Wartości d2 i α sa֒ naste֒puja֒ce (tym razem do wyliczenia cosα stosujemy ogólny
wzór podany w opisie tematu 1).
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d2 =
√

0, 9672 + 0, 2504672 = 0, 9989 Å

cosα =
(xH1 − xO1)(xH2 − xO1) + (yH1 − yO1)(yH2 − yO1) + (zH1 − zO1)(zH2 − zO1)

d1d2
=

(0 − 1)(0, 967092 − 0) + (0 − 0)(0 − 0) + (−0, 250467 − 1)(0, 957 − 0)

0, 975 × 0, 9989
=

−0, 25074 ⇒ α = 104, 52◦

Energia konformacyjna cza֒steczki wody w geometrii WAT2 wynosi

Es = 553(0, 957 − 0, 957)2 + 553(0, 9989 − 0, 957)2 = 0, 97
kcal

mol

Eb = 0, 01432(104, 52 − 104, 52)2 = 0
kcal

mol

EWAT2 = Es + Eb = 0, 97
kcal

mol

W porównaniu do WAT1, cza֒steczka wody o geometrii WAT2 posiada
wyższa֒ energie֒, co spowodowane jest odkszta lceniem wia֒zania H2O1 od jego
d lugości równowagowej.

Geometria WAT3. Poste֒puja֒c podobnie jak w poprzednim punkcie, znajdu-
jemy d1 = d2 = 0, 975 Å, α = 100, 44◦. Sk ladowe energii konformacyjnej oraz
energia konformacyjna sa֒ równe

Es = 553(0, 957 − 0, 957)2 + 553(0, 957 − 0, 957)2 = 0
kcal

mol

Eb = 0, 01432(100, 44 − 104, 52)2 = 0, 24
kcal

mol

EWAT3 = Es + Eb = 0, 24
kcal

mol

W tym przypadku wk lad do energii wnosi odkszta lcenie ka֒ta walencyjnego.

Przyk lad 2.

(a) Obliczyć, z dok ladnościa֒ do setnych cze֒ści kcal/mol, energie֒ oddzia lywania
pomie֒dzy dwiema cza֒steczkami chlorowodoru w próżni, u lożonymi w
sposób naste֒puja֒cy na linii prostej:

H1-Cl1· · ·H2-Cl2

D lugość każdego wia֒zania H-Cl wynosi d=1,3 Å i jest równa d lugości
równowagowej wia֒zania H-Cl a odleg lość Cl1· · ·H2 wynosi r = 3 Å.
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 Ladunki na atomach wodoru i chloru wynosza֒ odpowiednio qH = 0, 5
e i qCl = −0, 5 e a sta le potencja lu Lennarda-Jonesa zosta ly podane
w poniższej tabeli. Sta la si lowa wia֒zania Cl-H wynosi kd = 705
kcal/(mol×Å2).

Atom ε [kcal/mol] r◦ [Å]
H 0,01 0,6
Cl 0,10 2,5

(b) Obliczyć jak zmieni sie֒ energia oddzia lywania mie֒dzy tymi dwiema
cza֒steczkami chlorowodoru w przypadku, wia֒zanie H1-Cl1 zostanie
wyd lużone o 0,05 Å a d lugość drugiego wia֒zania oraz odleg lość Cl1· · ·H2
pozostana֒ niezmienione.

Uk ladem odniesienia w obu przypadkach sa֒ dwie odizolowane od siebie (nie-
oddzia luja֒ce ze soba֒) cza֒steczki chlorowodoru, przy czym d lugość wia֒zania w
każdej cza֒steczke jest równowagowa֒ d lugościa֒ wia֒zania.

Rozwia֒zanie: Przed rozpocze֒ciem obliczeń należy zdefiniować energie֒ od-
dzia lywań. Wielkość ta jest różnica֒ energii pomie֒dzy uk ladem oddzia luja֒cych
moku l A· · ·B oraz uk ladem z lożonym z moleku l A i B oddalonych na tyle, że
żadne oddzia lywania mie֒dzy nimi nie wyste֒puja֒ a zatem energia takiego uk ladu
jest równa sumie energii moleku l.

∆EA···B = EA···B − (EA + EB)

Jeżeli obie moleku ly w uk ladzie A· · ·B maja֒ takie same wewne֒trzne geo-
metrie jak moleku ly izolowane to obliczona w ten sposób energia oddzia lywań
nazywa sie֒ adiabatyczna֒ energia֒ oddzia lywań a jeżeli geometria wewne֒trzna mo-
leku l zmienia sie֒ (co dzieje sie֒ w rzeczywistości) to mówimy o nieadiabatycznej

energii oddzia lywań. Pierwsza z tych energii be֒dzie liczona w punkcie (A) a
druga w punkcie (B).

Przed przysta֒pieniem do obliczeń wyliczamy sta le potencja lu Lennarda-
Jonesa dla poszczególnych par oddzia luja֒cych atomów. Ponieważ każdy atom
pierwszej cza֒steczki oddzia luje z każdym atomem drugiej cza֒steczki, wyste֒puja֒
3 możliwe kombinacje.

r◦HCl = r◦H + r◦Cl = 2, 5 + 0, 6 = 3, 1 Å

εHCl =
√
εHεCl =

√

0, 01 × 0, 1 = 0, 032
kcal

mol

r◦HH = 2r◦H = 2 × 0, 6 = 1, 2 Å

εHH = εH = 0, 01
kcal

mol

r◦ClCl = 2r◦Cl = 2 × 2, 5 = 5, 0 Å

εClCl = εCl = 0, 1
kcal

mol
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(a) Oddzia lywanie dwóch nieodkszta lconych cza֒steczek chlorowodoru.
W tym przypadku energia uk ladu odniesienia, EA + EB = 0. Zatem energia
oddzia lywania cza֒steczek chlorowodoru wynosi

∆E = Enb(H1 · · ·H2) + Eel(H1 · · ·H2) + Enb(H1 · · ·Cl2) + Eel(H1 · · ·Cl2)

+Enb(Cl1 · · ·H2) + Eel(Cl1 · · ·H2) + Enb(Cl1 · · ·Cl2) + Eel(Cl1 · · ·Cl2)

Na podstawie danych cze֒ści (a) zadania obliczamy odleg lości mie֒dzy od-
dzia luja֒cymi atomami: rH1H2 = 1, 3 + 3 = 4, 3 Å, rH1Cl2 = 1, 3 + 3 + 1, 3 = 5, 6
Å, rCl1H2 = 3 Å, rCl1Cl2 = 3 + 1, 3 = 4, 3 Å. Na tej podstawie oraz wstawiaja֒c
parametry wyrażeń na energie֒ obliczamy poszczególne sk ladowe energii.

Enb(H1 · · ·H2) = 0, 01

[(
1, 2

4, 3

)12

− 2

(
1, 2

4, 3

)6
]

= −0, 0000
kcal

mol

Enb(H1 · · ·Cl2) = 0, 032

[(
3, 1

5, 6

)12

− 2

(
3, 1

5, 6

)6
]

= −0, 0018
kcal

mol

Enb(Cl1 · · ·H2) = 0, 032

[(
3, 1

3

)12

− 2

(
3, 1

3

)6
]

= −0, 0305
kcal

mol

Enb(Cl1 · · ·Cl2) = 0, 1

[(
5

4, 3

)12

− 2

(
5

4, 3

)6
]

= 0, 1166
kcal

mol

Eel(H1 · · ·H2) = 332
0, 5 × 0, 5

4, 3
= 19, 3023

kcal

mol

Eel(H1 · · ·Cl2) = 332
0, 5 × (−0, 5)

5, 6
= −14, 8214

kcal

mol

Eel(Cl1 · · ·H2) = 332
(−0, 5) × 0, 5

3
= −27, 6667

kcal

mol

Eel(Cl1 · · ·Cl2) = 332
(−0, 5) × (−0, 5)

4, 3
= 19, 3023

kcal

mol

Poniższe wyliczenia zosta ly wykonane tak aby wartość każdej sk ladowej ener-
gii by la zapisana z taka֒ sama֒ liczba֒ dziesie֒tnych; ta liczba musi być wie֒ksza
niż docelowa liczba cyfr dziesie֒tnych, która wynosi 2. Po zsumowaniu wszyst-
kich wk ladów dostajemy ∆E = −3, 79 kcal/mol. Jak widać, najwie֒kszy wk lad
do energii oddzia lywań pochodzi od oddzia lywań elektrostatycznych. Energia
oddzia lywań pomie֒dzy  ladunkami przeciwnego znaku przeważa nad energia֒ od-
dzia lywań  ladunków jednoimiennych, sta֒d oddzia lywanie prowadzi do obniżenia
energii. Z punktu widzenia chemika, pierwsza cza֒steczka chlorowodoru tworzy
wia֒zanie wodorowe z druga֒.

(b) Przypadek odkszta lcenia wia֒zania Cl-H zaangażowanego w
wia֒zanie wodorowe. W rzeczywistości, jeżeli cza֒steczka donora protonu two-
rzy wia֒zanie wodorowe z cza֒steczka֒ akceptora protonu, dane eksperymentalne
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pokazuja֒, że wia֒zanie atomu wodoru z atomem elektroujemnym w tej cza֒stecze
wyraźnie sie֒ wyd luża. W tej cze֒ści zadania zbadamy jak zmieni sie֒ energia od-
dzia lywania jeżeli wia֒zanie Cl1-H1 wyd luży sie֒ o 0,05 Å, bez zmiany odleg lości
Cl1· · ·H2. Uk ladem odniesienia sa֒ również odizolowane i nieodkszta lcone dwie
cza֒steczki chlorowodoru a zatem do energii oddzia lywań dochodzi niekorzystny
wka֒d pochodza֒cy od napre֒żenia wia֒zania:

∆E = Es(Cl1 −H2)+

Enb(H1 · · ·H2) + Eel(H1 · · ·H2) + Enb(H1 · · ·Cl2) + Eel(H1 · · ·Cl2)

+Enb(Cl1 · · ·H2) + Eel(Cl1 · · ·H2) + Enb(Cl1 · · ·Cl2) + Eel(Cl1 · · ·Cl2)

Odleg lości mie֒dzyatomowe potrzebne do obliczenia energii wynosza֒ teraz:
dCl1−H1 = 1, 35 Å, rH1H2 = 1, 35 + 3 = 4, 35 Å, rH1Cl2 = 1, 35 + 3 + 1, 3 = 5, 65
Å, rCl1H2 = 3 Å, rCl1Cl2 = 3 + 1, 3 = 4, 3 Å. (Przez d zwyczajowo oznaczamy
d lugość wia֒zania a przez r odlegóści mie֒dzy niezwia֒zanymi atomami.) Zatem
sk ladowe energii wynosza֒ odpowiednio

Es(Cl1 −H2) =
705

2
(1, 35 − 1, 30)2 = 0, 8813

kcal

mol

Enb(H1 · · ·H2) = 0, 01

[(
1, 2

4, 35

)12

− 2

(
1, 2

4, 35

)6
]

= −0, 0000
kcal

mol

Enb(H1 · · ·Cl2) = 0, 032

[(
3, 1

5, 65

)12

− 2

(
3, 1

5, 65

)6
]

= −0, 0017
kcal

mol

Enb(Cl1 · · ·H2) = 0, 032

[(
3, 1

3

)12

− 2

(
3, 1

3

)6
]

= −0, 0305
kcal

mol

Enb(Cl1 · · ·Cl2) = 0, 1

[(
5

4, 35

)12

− 2

(
5

4, 35

)6
]

= 0, 07060
kcal

mol

Eel(H1 · · ·H2) = 332
0, 5 × 0, 5

4, 35
= 19, 0805

kcal

mol

Eel(H1 · · ·Cl2) = 332
0, 5 × (−0, 5)

5, 65
= −14, 6903

kcal

mol

Eel(Cl1 · · ·H2) = 332
(−0, 5) × 0, 5

3
= −27, 6667

kcal

mol

Eel(Cl1 · · ·Cl2) = 332
(−0, 5) × (−0, 5)

4, 35
= 19, 0805

kcal

mol

Po zsumowaniu sk ladowych otrzymujemy ∆E = −3, 2153 kcal/mol.

Przyk lad 3

Obliczyć w przybliżeniu mechaniki molekularnej energie֒ oddzia lywania jonu so-
dowego z sa֒siadami dla kryszta lu chlorku sodowego wiedza֒c, że MCl = 35, 5
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g/mol, MNa = 23 g/mol, ρNaCl = 2, 16 g/cm3, qCl− = −1 e, qNa+ = +1 e.
Parametry potencja lu Leonarda-Jonesa (6-12) sa֒ zebrane w tabeli.

Atom ε [kcal/mol] r◦ [Å]
Na+ 0,003 1,9
Cl− 0,100 2,5

Rozwia֒zanie: Jak widać z poniższego rysunku, na którym jony sodowe sa֒
pokazane jako mniejsze niebieski a jony chlorkowe jako wie֒ksze zielone kule, naj-
bliższymi sa֒siadami jodu sodowego jest 6 jonów chlorkowych leża֒cych w wierz-
cho lach ośmiościanu foremnego. Odleg lość mie֒dzy jonem sodowym i każdym z
tych jonów chlorkowych jest równa sta lej sieci i oznaczymy ja֒ przez r.

Aby wyliczyć r zauważmy, że w krysztale NaCl wyste֒puja֒ naprzemiennie
jony chlorkowe i sodowe. Jeżeli kryszta l ma kszta lt sześcianu to ca lkowita
liczba jonów (Njon) jest równa trzeciej pote֒dze liczby jonów przypadaja֒cych
na krawe֒dź kryszta lu (njon). Z kolei liczba jonów jest dwa razy wie֒ksza niż
liczba moli NaCl.

Njon = 2NNaCl = n3jon ⇒ njon = (2NNaCl)
1
3

Znaja֒c d lugość krawe֒dzi sześcianu (d) oraz liczbe֒ jonów przypadaja֒cych na
krawe֒dź możemy  latwo wyliczyć odleg lość r mie֒dzy sa֒siaduja֒cymi jonami:

r =
d

njon − 1
=

d

(2NNaCl)
1
3 − 1

Najprościej be֒dzie przyja֒ć, że d lugość boku sześcianu wynosi 1 cm; wtedy
masa zawartego w nim NaCl jest równa jego ge֒stości. Zatem

d = 1 cm

NNaCl =
NA × ρ

MNaCl
=

6, 022 × 1023 × 2, 16

23 + 35, 5
= 4, 4470 × 1022

njon = (4, 4470 × 1022)
1
3 = 3, 5429 × 107

r =
1 cm

5, 5429 × 107 − 1
= 2, 8226 × 10−8 cm = 2, 8226 Å
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Uk ladem wyj́sciowym jest uk lad nieoddzia luja֒cych jonów, którego energie֒
można przyja֒ć jako równa֒ 0, a zatem energia oddzia lywania mie֒dzy jonem sodo-
wym i sa֒siaduje֒cymi z nim jonami chlorkowymi jest suma֒ energii oddzia lywań
elektrostatycznych i niewia֒ża֒cych. Ponieważ wszystkie odleg lości mie֒dzy wy-
branym jonem sodowym a jego sześcioma sa֒siadami sa֒ takie same, energia od-
dzia lywania wynosi

∆E = 6(Enb + Eel) =

6

{

εNaCl

[(
r◦NaCl

r

)12

− 2

(
r◦NaCl

r

)6
]

− 332

r

}

=

6

{

0, 01732

[(
4, 4

2, 8226

)12

− 2

(
4, 4

2, 8226

)6
]

− 332

2, 8226

}

=

6(3, 0690 − 117, 6221) = −687, 32
kcal

mol

3.3 Zadania

Zadanie 1

Obliczyć w przybliżeniu mechaniki molekularnej energie֒ anionu we֒glanowego o
geometrii kartezjańskiej podanej w poniższej tabelce. D lugość równowagowa
i sta la si lowa każdego wia֒zania C-O w tym anionie wynosza֒ odpowiednio
d◦CO = 1, 25 Å, kdCO = 1312 kcal/(mol×Å2) a wartość równowagowa i sta la
si lowa każdego ka֒ta O-C-O wynosza֒ odowiednio θ◦OCO = 120◦, kθOCO = 160
kcal/(mol×rad2).

Atom x [Å] y [Å] z [Å]
C1 0,00000 0,00000 0,000000
O2 1,30000 0,00000 0,000000
O3 -0,54478 1,06921 0,000000
O4 -0,54478 -1,06921 0,000000

Odpowiedź: E = 6, 24 kcal/mol, w tym Es = 4, 92 kcal/mol, Eb = 1, 32
kcal/mol.

Zadanie 2

Obliczyć w przybliżeniu mechaniki molekularnej energie֒ uk ladu z lożonego z
dwóch atomów helu, znajduja֒cych sie֒ w odleg lości 4 Å. Parametry poten-
cja lu Leonarda-Jonesa (6-12) dla atomu helu wynosza֒ odpowiednio ε = 0, 0203
kcal/mol i r◦He···He = 2, 28 Å.

Odpowiedź: E = −0, 0014 kcal/mol.
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Zadanie 3

Obliczyć w przybliżeniu mechaniki molekularnej energie֒ oddzia lywania
cza֒steczki azotu z cza֒steczka֒ tlenu, w uk ladzie o geometrii kartezjańskiej przed-
stawionej poniżej. Stanem pocza֒tkowym sa֒ izolowane od siebie cza֒steczki, z
których każda ma równowagowa֒ d lugość wia֒zania.

x [Å] y [Å] z [Å]
N1 0,000000 0,000000 0,000000
N2 0,000000 0,000000 1,210000
O1 3,939231 0,000000 0,694593
O2 3,939231 0,000000 -0,606407

Parametry potencja lu Lennarda-Jonesa (6-12) atomów azotu i tlenu oraz
sta le si lowe i d lugości równowagowe wia֒zań N≡N i O=O zosta ly zebrane w
poniższej tabeli.

atom ε [kcal/mol] r◦ [Å] wia֒zanie kd [kcal/(mol×Å2] d◦ [Å]
N 0,091 1,96 N≡N 418 1,21
O 0,113 1,83 O=O 498 1,301

Odpowiedź: ∆E = −0, 38 kcal/mol.

Zadanie 4

Obliczyć w przybliżeniu mechaniki molekularnej energie֒ uk ladu z lożonego z
cza֒steczki dwutlenku we֒gla oddzia luja֒cej z jonem chlorkowym po lożonym tak,
że odleg lość mie֒dzy atomem we֒gla a atomem chloru wynosi 4 Å a oś cza֒steczki
jest prostopad la do linii C· · ·Cl, w środowisku wodnym (wzgle֒dna przenikalność
elektryczna D = 80). Cza֒steczka CO2 jest liniowa, d lugości wia֒zań C=O wy-
nosza֒ 1,25 Å,  ladunek na atomie we֒gla wynosi +1,4 e,  ladunki na obu ato-
mach tlenu wynosza֒ -0,7 e, a jon chlorkowy ma  ladunek -1,0 e (patrz rysunek).
D lugość równowagowa i sta la si lowa każdego wia֒zania C=O wynosza֒ odpowied-
nio d◦ = 1, 16 Å, kd = 1608 kcal/(mol×Å2). Parametry potencja lu Lennarda-
Jonesa sa֒ zebrane w tabelce.
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Atom ε [kcal/mol] r◦ [Å]
C 0,02 1,85
O 0,2 1,6
Cl 0,1 2,5

Odpowiedź: E = 12, 65 kcal/mol, w tym Es = 13, 02 kcal/mol, Eel = −0, 07
kcal/mol, Enb = −0, 30 kcal/mol.

Zadanie 5

Obliczyć energie֒ oddzia lywania w uk ladzie z przyk ladu 2a zak ladaja֒c, że uk lad
znajduje sie֒ (a) w czterochlorku we֒gla (D = 2, 24) i (b) w etanolu (D = 24, 5).
Zinterpretować różnice.

Zadanie 6

Obliczyć energie֒ oddzia lywania kationu wapniowego z anionem wodorotlenko-
wym w etanolu (wzgle֒dna przenikalność elektryczna D = 24, 5). Kation wap-
niowy znajduje sie֒ w odleg lości r = 3, 30 Å od atomu tlenu anionu wodo-
rotlenkowego, na osi wia֒zania O-H a atom wodoru anionu wodorotlenkowego
znajduje sie֒ po przeciwnej stronie atomu tlenu niż kation wapniowy. D lugość
wia֒zania O-H wynosi dOH = 1, 0 Å. Sta le potencja lu Lennarda-Jonesa wynosza֒
odpowiednio εCa2+ = 0, 10 kcal/mol i r◦Ca2+ = 1, 7 Å, εO = 0, 20 kcal/mol i

r◦O = 1, 6 Å, εH = 0, 02 kcal/mol i r◦H = 1, 0 Å.  Ladunek na atomie tlenu wy-
nosi qO = −1, 1 e a na atomie wodoru wynosi qH = 0, 1 e. D lugość równowagowa
i sta la si lowa wia֒zania O-H wynosza֒ odpowiednio d◦OH = 0, 964 Å, kOH = 1010
kcal/(mol×Å)2. Stanem odniesienia jest uk lad z lożony z izolowanych od siebie
cza֒stek, przy czym jon wodorotlenkowy posiada geometrie֒ równowagowa֒.

Odpowiedź: ∆E = −7, 90 kcal/mol, w tym ∆Es = 0, 65 kcal/mol, ∆Eel =
−8, 40 kcal/mol, ∆Enb = −0, 15 kcal/mol.

Zadanie 7*

Oszacować odleg lość odpowiadaja֒ca֒ minimum energii oddzia lywania jonu sodo-
wego z jonem chlorkowym w próżni, dla których parametry potencja lu Lennarda-
Jonesa sa֒ podane w tabeli do przyk ladu 3. Jak ma sie֒ wyliczona odleg lość do
sumy promieni van der Waalsa jonu sodowego i jonu chlorkowego a jak do od-
leg lości mie֒dzy tymi jonami w krysztale chlorku sodowego (patrz przyk lad 3)?
Zinterpretować zaobserwowane różnice.
Wskazówka: W potencjale Lennarda-Jonesa uwzgle֒dnić tylko wk lad z pote֒ga֒
12.

Odpowiedź: r∗ ≈ 2, 57 Å.
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4.1 Cze֒ść teoretyczna:

4.1.1 Analiza konformacyjna

Analiza konformacyjna polega na badaniu zmian energii cza֒steczki, na ogó l
zwia֒zku organicznego, w zależności od jego geometrii. Ponieważ wszystkie geo-
metrie musza֒ odpowiadać tej samej chemicznie cza֒steczce (a nie np. jej izo-
merom), zmiennymi opisuja֒cymi powierzchnie֒ energii sa֒ ka֒ty torsyjne obrotu
wokó l wia֒zań, z wy la֒czeniem obrotu wokó l wia֒zań podwójnych oraz nieskorelo-
wanych obrotów wokó l wia֒zań w pierścieniach. Przyk ladowo: kwas fumarowy
i maleinowy, które różnia֒ sie֒ po lożeniem grup karboksylowych wzgle֒dem osi
wia֒zania C=C, sa֒ izomerami a nie konformerami.

60
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Podobnie, tylko niektóre zestawy ka֒tów obrotu wokó l wia֒zań C-C w
pierścieniu cykloheksanu odpowiadaja֒ konformacjom tego zwia֒zku i aby zmienić
np. konformacje֒ krzes lowa֒ w konformacje֒  lódkowa֒ należy jednocześnie odpo-
wiednio zmienić trzy wszystkie ka֒ty dwuścienne w pierścieniu. W przeciwnym
razie nasta֒pi rozerwanie któregoś z wia֒zań w pierścieniu (patrz rysunek).

To, że d lugości wia֒zań i ka֒ty walencyjne sa֒ w przybliżeniu sta le a duża cze֒ść
ka֒tów torsyjnych w cza֒steczce jest sta la lub wspó lzmienna z innymi ka֒tami tor-
syjnymi eliminuje ogromna֒ wie֒kszość stopni swobody opisuja֒cych powierzchnie֒
energii konformacyjnej. Tym niemniej, nawet dla stosunkowo ma lych cza֒steczek
takich jak oligopeptydy czy oligosacharydy pozostaje ich wystarczaja֒co dużo
aby znalezienie niskoenergetycznych (a przez to najbardziej prawdopodobnych)
konformacji, które sa֒ identyfikowane z minimami energii, by lo zagadnieniem bar-
dzo trudnym. Każda jednostka peptydowa lub cukrowa wymaga dwóch ka֒tów
torsyjnych (oznaczanych jako φ i ψ) do opisu, zatem już w przypadku pentapep-
tydu jakim jest np. naturalny opioid Met-enkefalina, liczba zmiennych wynosi
10.

Przyk lad i zadania z tej cze֒ści ćwiczeń sa֒ ograniczone do prostych cza֒steczek,
których konformacje określa jeden ka֒t torsyjny oraz jedynie do obliczania ener-
gii wybranych konformacji. Dla zobrazowania zagadnienia poniżej jest przed-
stawiony dobrze zapewne znany z kursu chemii organicznej wykres energii
cza֒steczki butanu w funkcji ka֒ta obrotu τ wokó l centralnego wia֒zania C-C. Za-
niedbujemy tutaj mniej istotne zmiany energii spowodowane zmianami ka֒tów
obrotu skrajnych grup CH3 wokó l wia֒zań C-C.
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Znajdowanie minimów energii konformacyjnej dla podanego już wyrażenia
na energie֒ potencjalna֒ w funkcji ka֒ta lub ka֒tów torsyjnych by lo treścia֒ tematu
2, natomiast w tej cze֒ści ćwiczeń wyrażenia na energie֒ należy utworzyć na pod-
stawie ogólnego wzoru na energie֒ konformacyjna֒ w przybliżeniu mechaniki mo-
lekularnej oraz podanych w zadaniach parametrów. W zadaniach z obecnej
cze֒ści zak lada sie֒, że d lugości wia֒zań i ka֒ty walencyjne nie zmieniaja֒ sie֒, za-
tem jedynymi wk ladami do energii konformacyjnej sa֒ wk lady niewia֒ża֒ce (Enb),
elektrostatyczne (Eel) i torsyjne (Etor).

4.1.2 Obliczanie si l

Si la dzia laja֒ca na dany atom w cza֒steczce lub uk ladzie cza֒steczek określa zmiane֒
jego pre֒dkości a dalej trajektorie֒ ruchu. Dlatego obliczanie si l jest kluczowym
punktem dynamiki molekularnej, która umożliwia symulacje ewolucji czasowej
uk ladów a przez to na określenie np. funkcjonlnie ważnych ruchów cza֒steczki
bia lka (np. cytochromu w czasie oddychania komórkowego) czy też ruchliwości
poszczególnych fragmentów bia lka, co ma znaczenie np. w ocenie wp lywu muta-
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cji na kancerogenność. Obliczanie si l elektrostatycznych pozwala z kolei ocenić
miejsca cza֒steczki receptora najbardziej podatne na wia֒zanie z kandydatami na
leki.

Aby wyprowadzić sposób obliczania si l na podstawie wyrażeń na energie֒ w
polu si lowym przypomnijmy sobie znany ze szko ly wzór na prace֒:

W = Fs

gdzie W jest praca֒ wykonana֒ przez si le֒ F a s jest droga֒. Wykonana praca jest
tym wie֒ksza im wie֒ksza jest si la i d luższa droga.

Jeżeli praca jest wykonywana przez si ly potencjalne (konserwatywne) takie,
jak np. si ly grawitacyjne czy elektrostatyczne, energia uk ladu zmaleje. Swo-
bodne spadanie cia l w polu grawitacyjnym ziemskim jest doskona la֒ ilustracja֒
tego prawid la. Jeżeli cia lo o masie m spadnie z wysokośći h to jego energia po-
tencjalna be֒dzie mniejsza o mgh (g jest przyspieszeniem ziemskim) w stosunku
do energii w po lożeniu pocza֒tkowym. Zatem możemy napisać:

W = −∆Ep = Fs ⇒ F = −∆Ep

s

Zak ladaja֒c, że ruch odbywa sie֒ wzd luż osi x i oznaczaja֒c przesunie֒cie s = ∆x
oraz przechodza֒c do granicy ∆x→ 0 dostajemy:

Fx = lim
∆x→0

−∆Ep

∆x
= −∂Ep

∂x

Si la dzia laja֒ca w kierunku x jest zatem pochodna֒ cza֒stkowa֒ energii poten-
cjalnej wzgle֒dem x. Podobnie, sk ladowe si ly w kierunkach wspó lrze֒dnych y i z
sa֒ pochodnymi cza֒stkowymi energi potencjalnej wzgle֒dem tych wspó lrze֒dnych
a ca ly wektor si ly, F, jest wektorem gradientu energii potencjalnej ze znakiem
minus:

F =





Fx

Fy

Fz



 = −






∂Ep

∂x
∂Ep

∂y
∂Ep

∂z




 = −∇Ep

Powyższe wyrażenie pozwala, na podstawie wyrażenia na energie֒ poten-
cjalna֒, obliczyć si le֒ dzia laja֒ca֒ na wybrany atom. Jeżeli chcemy obliczyć si ly
dzia laja֒ce na wszystkie atomy, musimy odróżnić od siebie wspó lrze֒dne po-
szczególnych atomów nadaja֒c im numery, np. x1, y1, z1, x2, y2, z2, . . . , xn, yn, zn.
Wektory si ly dzia laja֒cej na atom o numerze i otrzymujemy wtedy licza֒c gradient
w kierunku jego wspó lrze֒dnych:

Fi = −






∂Ep

∂xi
∂Ep

∂yi
∂Ep

∂zi






Ponieważ obliczanie pochodnych ca lego wyrażenia na energie֒ nawet dla nie-
wielkich uk ladów jest ucia֒żliwe wykorzystuje sie֒ to, że wie֒kszość wk ladów do
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energii, w szczególności elektrostatyczne i niewia֒ża֒ce ale także oddzia lywania
pochodza֒ce od odkszta lcania wia֒zań, wyraża sie֒ w mechanice molekularnej po-
przez sume֒ wk ladów pochodza֒cych od par atomów, z których każdy zależy
jedynie od odleg lości mie֒dzy tymi atomami:

E =

n∑

i=2

i−1∑

j=1

eij(rij)

gdzie rij jest odleg lościa֒ mie֒dzy atomami i oraz j. Korzystaja֒c z wzoru na
pochodna֒ funkcji z lożonej mamy dla wspó lrze֒dnej x i-tego atomu (analogiczne
wyprowadzenie dla pozosta lych):

Fxi
= − ∂E

∂xi
= −

n∑

j=1

j 6=i

e′(rij)
∂rij
∂xi

Ponieważ

rij =
√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2

∂rij
∂xi

=
2(xj − xi)(−1)

2
√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2
=
xi − xj
rij

= x̂ji

Zatem

∇irij =





x̂ji
ŷji
ẑji



 = r̂ji

Fi = −
n∑

j=1

j 6=i

e′(rij)r̂ji =

n∑

j=1

j 6=i

fj→i

fj→i = −e′(rij)r̂ji

Zatem aby obliczyć si le֒ dzia laja֒ca֒ na atom i należy dla każdego od-
dzia luja֒cego z nim atomu j obliczyć pochodna֒ tego wk ladu energii oddzia lywań
wzgle֒dem odleg lości tych atomów, zmienić znak tej pochodnej, przemnożyć
przez wektor kierunku od atomu j do atomu i ( latwo sprawdzić, że wektor ten ma
d lugość 1) a naste֒pnie wektorowo zsumować otrzymane w ten sposób sk ladowe
si ly. Zwróćmy uwage֒, że z powyższego wzoru wynika III prawo Newtona: si la
pochodza֒ca od atomu j a dzia laja֒ca na atom i (fj→i) jest co do wielkości równa
a przeciwnie skierowana do tej pochodza֒cej od atomu i i dzia laja֒cej na atom j
(fi→j), ponieważ w drugim przypadku pochodna be֒dzie mnożona przez wektor
r̂ij , który jest przeciwnie skierowany do wektora r̂ji.

Powyższe rozważania ilustruje rysunek.
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Jeżeli energie֒ wyrażamy w kcal/mol a odleg lość w angströmach, to podsta-
wiaja֒c takie jednostki do wzoru na si le֒ dostajemy kcal/(mol×Å). Tymczasem
jednostka֒ si ly jest newton. Poniżej jest podane wyprowadzenie wspó lczynnika
przeliczaja֒cego si le֒ na newtony:

1
kcal

mol × Å
=

4186J

6, 022 × 1023 × 10−10m
= 6, 95 × 10−11 N

4.2 Przyk lady

Przyk lad 1:

Obliczyć różnice֒ pomie֒dzy energia֒ konformacji naprzeciwleg lej (τ = 0◦) i na-
przemianleg lej (τ = 180◦) cza֒steczki heksachloroetanu (patrz rysunek) przy
za lożeniu, że d lugości wia֒zań oraz ka֒ty walencyjne maja֒ wartości równowagowe
dla obu konformacji. Wspó lrze֒dne kartezjańskie atomów sa֒ zestawione w tabel-
kach poniżej. Sta le potencja lu Lennarda-Jonesa atomu we֒gla i atomu chloru
wynosza֒ odpowiednio εC = 0, 11 kcal/mol r◦C = 1, 8 Å, εCl = 0, 53 kcal/mol,
r◦Cl = 1, 735 Å.  Ladunek cza֒stkowy na każdym atomie we֒gla wynosi qC = 0, 18 e
a na każdym atomie chloru qCl = −0, 06 e. Potencja l torsyjny dla obrotu wokó l
wia֒zania C-C jest potencja lem trójkrotnym a jego sta la wynosi V3/2 = 1, 6
kcal/mol.

Konformacja naprzeciwleg la (I) Konformacja naprzemianleg la (II)
Atom x [Å] y [Å] z [Å] x [Å] y [Å] z [Å]
C1 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
C2 0,000000 0,000000 1,460000 0,000000 0,000000 1,460000
Cl1 1,649206 0,000000 -0,642667 -1,649206 0,000000 -0,642667
Cl2 -0,824603 -1,428254 -0,642667 0,824603 1,428254 -0,642667
Cl3 -0,824603 1,428254 -0,642667 0,824603 -1,428254 -0,642667
Cl4 1,649206 0,000000 2,102667 1,649206 0,000000 2,102667
Cl5 -0,824603 1,428254 2,102667 -0,824603 1,428254 2,102667
Cl6 -0,824603 -1,428254 2,102667 -0,824603 -1,428254 2,102667
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Rozwia֒zanie: Ponieważ d lugości wia֒zań i ka֒ty walencyjne sa֒ równe
wartościom równowagowym, jedynymi wk ladami do wyrażenia na energie֒ be֒da֒
wk lady niewia֒ża֒ce, elektrostatyczne oraz wk lad torsyjny. Z kolei oddzia lywania
niewia֒ża֒ce i elektrostatyczne wyste֒puja֒ jedynie pomie֒dzy atomami chloru, z
których każdy należy do grupy metylowej. Zatem wyrażenie na energie֒ można
zapisać naste֒puja֒cym równaniem:

E = Enb + Eel + Etor =

3∑

i=1

6∑

j=4

εClCl

[(
r◦ClCl

rCliClj

)12

− 2

(
r◦ClCl

rCliClj

)6
]

+

3∑

i=1

6∑

j=4

332
q2Cl

rCliClj

+
V3
2

[1 + cos(3τ)]

Dodatkowo, z uwagi na symetrie֒ obu konformacji mamy rCl1Cl4 = rCl2Cl5 =
rCl3Cl6 oraz rCl1Cl5 = rCl1Cl6 = rCl2Cl4 = rCl2Cl6 = rCl3Cl4 = rCl3Cl5. Zatem
wystarczy policzyć energie oddzia lywań pomie֒dzy Cl1 · · ·Cl4 i Cl2 · · ·Cl5, po
czym pierwsza֒ z nich pomnożyć przez 3 a druga֒ przez 6 i zsumować.

Konformacja naprzeciwleg la. W pierwszym kroku obliczamy rCl1Cl4 i
rCl2Cl5.

rCl1Cl4 = 2, 102667 − (−0, 642667) = 2, 7453 Å

rCl1Cl5 =
√

(−0, 82460 − 1, 649206)2 + 1, 4282542 + (2, 102667 − (−0, 642667))2

= 3, 9619 Å
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Atomy Cl1 i Cl4 różnia֒ sie֒ tylko wspó lrze֒dna֒ z wie֒c odleg lość mie֒dzy nimi
jest równa bezwzgle֒dnej wartości różnicy tej wspó lrze֒dnej.

Parametry potencja lu Lennarda-Jonesa dla pary oddzia luja֒cych atomów
chloru wynosza֒:

εClCl =
√
εClεCl = 0, 53 kcal/mol

r◦ClCl = r◦Cl + r◦Cl = 2 × 1, 735 = 3, 47 Å

Energia oddzia lywań niewia֒ża֒cych i elektrostatycznych wynosza֒ odpowied-
nio:

Enb = 3 × Enb(Cl1 · · ·Cl4) + 6 × Enb(Cl1 · · ·Cl5) =

3 × 0, 53

[(
3, 47

2, 7453

)12

− 2

(
3, 47

2, 7453

)6
]

+

6 × 0, 53

[(
3, 47

3, 9619

)12

− 2

(
3, 47

3, 9619

)6
]

= 3 × 4, 4900 + 6(−0, 3705)

= 11, 2470 kcal/mol

Eel = 3 × Eel(Cl1 · · ·Cl4) + 6 × Eel(C1 · · ·Cl5) =

3 × 332
(−0, 06)2

2, 7453
+ 6 × 332

(−0, 06)2

3, 9619
=

3 × 0, 4354 + 6 × 0, 3017 = 3, 1164 kcal/mol

Energia torsyjna wynosi

Etor = 1, 6[1 + cos(3 × 0)] = 3, 2 kcal/mol

Zatem energia konformacji naprzeciwleg lej wynosi EI = 11, 2470 + 3, 1164 +
3, 2 = 17, 5634 kcal/mol.

Konformacja naprzemianleg la. Analogicznie wyliczamy odleg lości oraz
cza֒stkowe energie, otrzymuja֒c rCl1Cl4 = 4, 29143 Å, rCl2Cl5 = 3, 2026 Å, Enb =
3(−0, 2549) + 6(−0.3276) = −2, 7276 kcal/mol, Eel = 3×0, 2785 + 6×0, 3732 =
3, 0747 kcal/mol, Etor = 1, 6[1 + cos(−3π)] = 0 kcal/mol oraz sume֒ tych energii
równa֒ EII = 0, 3471 kcal/mol.

Różnica energii konformacyjnej. Po podstawieniu mamy: ∆E = EI −
EII = 17, 5634−0, 3471 = 17, 2163 kcal/mol, w przybliżeniu 17,2 kcal/mol. Jak
 latwo zauważyć, najwie֒kszy wk lad do różnicy energii pochodzi od oddzia lywań
niewia֒ża֒cych.

∗Wartość eksperymentalna bariery rotacji heksachloroetanu wg. Y. Morino,
E. Hirota, J. Chem. Phys. 28, 185 (1958) wynosi ∆E∗ = 10, 8 kcal/mol. Ja-
kie sa֒ możliwe przyczyny, że obliczona bariera rotacji jest prawie dwukrotnie
wyższa?
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Przyk lad 2:

Obliczyć si le֒ dzia laja֒ca֒ na atom we֒gla C(2) w cza֒steczce dwutlenku we֒gla w
kierunku C(2)· · ·O(3), jeżeli cza֒steczka ma geometrie֒ jak na poniższym rysunku:

0,96 Å 1,36 Å

O1 = C2 = O3

Energia odkszta lcenia każdego wia֒zania C=O jest dana wzorem (d oznacza
d lugość wia֒zania):

E(d) = 804(d− 1, 16Å)2

Rozwia֒zanie: Umieszczaja֒c wszystkie atomy na osi x a atom O1 w pocza֒tku
uk ladu wspó lrze֒dnych oraz oznaczaja֒c wspó lrze֒dna֒ atomu C2 jako x możemy
naste֒puja֒co wyrazić d lugości wia֒zań:

dO1=C2 = x

dC2=O3 = 2, 32 − x

ponieważ z rysunku wynika, że suma d lugości obu wia֒zań C=O wynosi 2,32 Å.
Zatem energia wyraża sie֒ naste֒puja֒ce przez x:

E(x) = EO1=C2 + EC2=O3 = 804(x− 1, 16)2 + 804(2, 32 − x− 1, 16)2

= 1608(x− 1, 16)2

Si la dzia laja֒ca w kierunku wspó lrze֒dnej x wynosi:

Fx = −∂E
∂x

= −2 × 1608(x− 1, 16)

Wstawiaja֒c x = 0, 96 Å dostajemy Fx(1, 16) = −3216(−0, 2) = 643, 2
kcal/mol/Å= 643, 2×6, 95×10−11 = 4, 47×10−8 N (przeliczenie jednostek jest
wyprowadzone w cze֒ści teoretycznej). Si la dzia la w prawo ponieważ wia֒zanie
O1=C2 jest krótsze a C2=O3 d luższe niż nienapre֒żone wia֒zanie o d lugości
równowagowej 1,16 Å.
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Sposób podany powyżej jest najszybszym sposobem rozwia֒zania tego kon-
kretnego zadania i dobrze ilustruje definicje֒ si ly jako wektora przeciwnego do gra-
dientu energii potencjalnej. Jednak dla bardziej z lożonych wyrażeń na energie֒
znacznie lepiej jest najpierw obliczyć sk ladowe si ly pochodza֒ce od oddzia lywań
danego atomu z poszczególnymi atomami (w tym przypadku sa֒ to wy la֒cznie
oddzia lywania wia֒ża֒ce opisane potencja lem harmonicznym) a naste֒pnie je zsu-
mować, jak opisano w cze֒ści teoretycznej. Ten ogólniejszy sposób jest zilustro-
wany poniżej.

FC2 = FO1→C2 + FO3→C2 = −e′C2O1(dC2O2) × 1 − e′C2O3(dC2O3) × (−1) =

−[804(dC2O1 − 1, 16)2]′ + [804(dC2O3 − 1, 16)2]′ =

−1608[(dC2O1 − 1, 16) − (dC2O3 − 1, 16)] = −1608(−0, 2 − 0, 2)

= 643, 2 kcal/mol/Å

Przy sk ladowej si ly pochodza֒cej od wia֒zania C2O1 wyste֒puje 1, ponieważ

wektor
−−−→
O1C2 ma kierunek osi x, natomiast przy sk ladowej si ly pochodza֒cej od

wia֒zania C2O3 wyste֒puje -1, ponieważ wektor
−−−→
O3C2 jest skierowany przeciwnie

do osi x.

Przyk lad 3:

Obliczyć si le֒ dzia laja֒ca֒ na atom wodoru cza֒steczki chlorowodoru oddzia luja֒cej
w próżni z jonem chlorkowym, znajduja֒cym sie֒ na przed lużeniu osi wia֒zania
Cl-H na prawo od atomu wodoru w odleg lości 3 Å od niego, jak na ry-
sunku.  Ladunki cza֒stkowe na atomach sa֒ podane na rysunku a sta le poten-
cja lu Lennarda-Jonesa wynosza֒ odpowiednio εH = 0, 01 kcal/mol, r◦H = 0, 6 Å,
εCl = 0, 10 kcal/mol, r◦Cl = 2, 5 Å. Równowagowa d lugość wia֒zania cza֒steczki
chlorowodoru wynosi d◦HCl = 1, 3 Å.

Rozwia֒zanie: Przyjmijmy, że atomy sa֒ po lożone na osi x. Si la dzia laja֒ca na
atom H2 pochodzi od oddzia lywania ze zwia֒zanym z nim atomem chloru (Cl1)
oraz z jonem chlorkowym (Cl3). Zatem podobnie jak w poprzednim zadaniu
mamy:

FH2 = FCl1→H2+FCl3→H2 = −e′H2Cl1(rH2Cl1)×1−e′H2Cl3(rH2Cl3)×(−1) = e′H2Cl3
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−e′H2Cl1 = 0 ponieważ d lugość wia֒zania Cl1H2 jest równa jego d lugości
równowagowej. Na rysunku pokazane sa֒ również wektory jednostkowe skiero-
wane do atomu na który dzia la si la od atomów dzia laja֒cych na niego si la֒, r̂Cl1H2

oraz r̂Cl3H2. Ponieważ rozważamy tylko jeden wymiar (oś x), pierwszy wektor
(od Cl1 do H2) jest równy 1 a drugi (od Cl3 do H2) -1.

Energia oddzia lywania pomie֒dzy H2 a Cl3 wyraża sie֒ naste֒puja֒co (za-
uważmy, że εHCl =

√
0, 1 × 0, 01 = 0, 0316 kcal/mol, r◦HCl = 0, 6 + 2, 5 = 3, 1

Å); we wzorze r = rH2Cl3, ponieważ wyste֒puje tylko jedna odleg lość:

eH2Cl3 = enb + eel = 0, 0316

[(
3, 1

r

)12

− 2

(
3, 1

r

)6
]

+ 332
0, 2 × (−1, 0)

r

Po obliczeniu pochodnej wzgle֒dem rH2Cl3 = r dostajemy:

FH2 = −12 × 0, 0316

r

[(
3, 1

r

)12

−
(

3, 1

r

)6
]

+ 332
0, 2

r2

Wstawiaja֒c do powyższego wyrażenia r = 3, 0 Å dostajemy FH2 = 7, 34
kcal/mol/Å= 1, 63 × 10−10 N. Si la jest skierowana w prawo co jest zgodne z
przewidywaniem, że dodatnio na ladowany atom H2 cza֒steczki chlorowodoru jest
przycia֒gany przez ujemnie na ladowany jon chlorkowy. Jednak przy szacowaniu
si l dzia laja֒cych na atomy nie należy pochopnie uwzgle֒dniać tylko jednego ro-
dzaju oddzia lywń (w tym przypadku elektrostatycznych). Przyk ladem, że takie
oszacowanie może prowadzić do mylnych wniosków jest zadanie 4.

Przyk lad 4:

Dwa jony sodowe i dwa jony chlorkowe w próżni sa֒ naprzemiennie umieszczone w
wierzcho lach kwadratu. Zak ladaja֒c, że wszystkie odleg lości sa֒ wie֒ksze niż suma
promieni van der Waalsa poszczególnych par jonów, naszkicować si ly dzia laja֒ce
na każdy jon oraz ich wypadkowe i przewidzieć zachowanie uk ladu.

Rozwia֒zanie: Szkic rozwia֒zania ilustruje poniższy rysunek.
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Ponieważ wszystkie odleg lości sa֒ wie֒ksze niż suma promieni van der Waalsa
oddzia luja֒cych jonów a uk lad znajduje sie֒ w próżni, oddzia lywania elektrosta-
tyczne be֒da֒ zdecydowanie dominowa ly nad niewia֒ża֒cymi. Wystarczy zatem
uwzgle֒dnić jedynie si ly elektrostatyczne. (Uwaga! Sytuacja mog la by sie֒ zmienić
gdyby uk lad znajdowa l sie֒ w wodzie czy innym rozpuszczalniku o dużej sta lej
dielektrycznej.) Na każdy jon sodowy dzia laja֒ si ly pochodza֒ce od sa֒siaduja֒cych
z nim jonów chlorkowych oraz jonu sodowego leża֒cego na przeka֒tnej kwadratu
a sytuacja jest analogiczna dla jonów chlorkowych. Si ly dzia laja֒ce wzd luż
boków kwadratu (ciemnoniebieskie strza lki) sa֒ skierowane do przeciwjonu a ich
wypadkowe do środka kwadratu wzd luż jego przeka֒tnej (jasnoszare strza lki).
Jeżeli wartość każdej sk ladowej oznaczymy FNaCl to wartość wypadkowej wy-
nosi

√
2FNaCl. Z kolei si la dzia laja֒ca od leża֒cego w przeciwleg lym rogu jonu

tego samego znaku jest skierowana od środka kwadratu (odpowiednio zielone i
różowe strza lki) a jej wartość jest dwukrotnie mniejsza niż FNaCl ponieważ

Fel ∼
1

r2
, rNaNa = rClCl =

√
2rNaCl

W takim razie FNa = FCl = (
√

2 − 1
2 )FNaCl Wypadkowa si la dzia laja֒ca

na każdy jon (czarne strza lki) jest skierowana do środka kwadratu wzd luż jego
przeka֒tnej. Zatem jony be֒da֒ porusza ly sie֒ po przeka֒tnych kwadratu w kierunku
jego środka, aż odpychanie elektronów zwia֒zane z zakazem Pauliego (wszystkie
jony sa֒ uk ladami zamknie֒topow lokowymi) zrównoważy przycia֒ganie elektrosta-
tyczne i przycia֒ganie wynikaja֒ce z oddzia lywań dyspersyjnych. Gdyby jony
by ly  ladunkami punktowymi nie istnia loby po lożenie równowagi i wszystkie jony
zbieg lyby sie֒ w jednym punkcie.
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4.3 Zadania

Zadanie 1:

Obliczyć różnice֒ energii pomie֒dzy konformacja֒ prostopad la֒ (τ = 90◦) i naprze-
ciwleg la֒ (τ = 0◦) cza֒steczki nadtlenku wodoru w próżni (τ jest ka֒tem torsyjnym
H-O-O-H), których konformacje sa֒ dane w poniżej tabeli:

Konformacja prostopad la (I) Konformacja naprzeciwleg la (II)

Atom x [Å] y [Å] z [Å] x [Å] y [Å] z [Å]
H1 0,000000 -0,895669 -0,316667 0,895669 0,000000 -0,316667
O2 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
O3 0,000000 0,000000 1,480000 0,000000 0,000000 1,480000
H4 0,895670 0,000000 1,796667 0,895670 0,000000 1,796667

D lugości wia֒zań i ka֒ty walencyjne sa֒ takie same dla obu konformacji.
Energia torsyjna jest dana wzorem:

Etor =
3, 35

2
[1 + cos τ ] +

3, 27

2
[1 + cos(2τ)]

 Ladunki na atomach tlenu i wodoru wynosza֒ odpowiednio qN = −0.3 e i
qH = 0.3 e. Sta le potencja lu Lennarda-Jonesa wynosza֒ εH = 0, 016 kcal/mol,
r◦H = 0, 6 Å, εO = 0, 20 kcal/mol, r◦O = 1, 9 Å.

Odpowiedź: EII − EI = 6, 90 kcal/mol.

Zadanie 2:

Obliczyć si ly dzia laja֒ce na atom we֒gla i atom tlenu w cza֒steczce tlenku we֒gla,
w której wia֒zanie wyd lużono od d lugości równowagowej równej d◦ = 1, 13 Å do
d lugości d = 1, 23 Å. Sta la si lowa wia֒zania C≡O wynosi kCO = 1870 N/m.

Odpowiedź: 1, 87 × 10−8 N, w kierunku do środka wia֒zania.

Zadanie 3:

Obliczyć si ly dzia laja֒ce na wszystkie atomy cza֒steczki O=C=S, w której
wia֒zanie O=C ma d lugość 1,21 Å a wia֒zanie C=S ma d lugość 1,66 Å. D lugości
równowagowe i sta le si lowe wia֒zań wynosza֒ d◦CO = 1, 16 Å, kCO = 1595 N/m,
d◦C=S = 1, 56 Å, kSC = 753 N/m.

Odpowiedź: FO = 7, 975×10−9 N, FC = −4, 45×10−10 N, FS = −7, 53×10−9

N, przyjmuja֒c za oś wspó lrze֒dnych oś cza֒steczki i umieszczaja֒c atom tlenu
najbardziej na lewo.
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Zadanie 4:

Obliczyć si le֒ (wartość, kierunek i zwrot) dzia laja֒ca֒ na atom fluoru (F1)
cza֒steczki fluorowodoru oddzia luja֒cej z jonem fluorkowym w środowisku o-
dichlorobenzenu (wzgle֒dna sta la dielektryczna D=10) w konfiguracji jak niżej:

0,93 Å 2,87 Å

F1 — H2 . . . . . . . . . F3

-0,6e +0,6e -1,0e

Sta la si lowa i d lugość równowagowa wia֒zania F-H wynosza֒ odpowiednio
k = 1385 kcal/mol/Å2 i d◦ = 0, 92 Å.  Ladunki sa֒ podane na rysunku. Sta le
potencja lu Lennarda-Jonesa wynosza֒ εH = 0, 015 kcal/mol, r◦H = 0, 60 Å,
εF = 0, 30 kcal/mol, r◦F = 1, 90 Å.

Odpowiedź: 8, 67 × 10−10N, si la jest zwrócona od F1 do F3.

Zadanie 5:

Dany jest uk lad czterech atomów argonu po lożonych na wierzcho lach rombu,
którego krótsza przeka֒tna ma d lugość równej odleg lości równowagej potencja lu
Lennarda-Jonesa dla pary tych atomów, a d luższa przeka֒tna jest dwukrotnie
d luższa niż ta odleg lość (patrz rysunek). Naszkicować si ly dzia laja֒ce na każdy
atom.

Odpowiedź: Na wszystkie atomy be֒da֒ dzia lać si ly skierowane wzd luż
przeka֒tnych do środka rombu. Wie֒ksze si ly be֒da֒ dzia lać na atomy Ar1 i Ar3
niż na Ar2 i Ar4; si ly w wymienionych parach be֒da֒ co do wielkości równe.



Rozdzia l 5

Drgania cza֒steczek

Literatura

1. I.W. Sawieliew, Wyk lady z fizyki tom 1: Mechanika i fizyka cza֒steczkowa,
PWN, rozdz. 7, §50 – §53.

5.1 Wste֒p teoretyczny

Cza֒steczki zwia֒zków chemicznych, nawet w temperaturze zera bezwzgle֒dnego,
drgaja֒ w otoczeniu po lożenia równowagi. Drgania te rozk ladaja֒ sie֒ na sk ladowe
o określonych cze֒stotliwościach, które sa֒ nazywane drganiami normalnymi. Ob-
razem drgań normalnych sa֒ widma w podczerwieni i widma Ramana. Widma
w podczerwieni s luża֒ do identyfikacji zwia֒zków organicznych ponieważ cze֒ść
drgań jest charakterystyczna dla danej cza֒steczki, stanowia֒c jej ,,odcisk palca”.
Ponadto drgania normalne wnosza֒ wk lad do w laściwości fizykochemicznych
zwia֒zków chemicznych takich, jak pojemność cieplna czy energia wewne֒trzna.
W przypadku makromoleku l (np. bia lek), analiza drgań normalnych umożliwia
określenie labilności danego fragmentu cza֒steczki a przez to wskazanie miejsc
prawdopodobnie odpowiedzialnych za jej funkcje biologiczne (np. miejsca
wia֒ża֒ce substrat, neurotransmiter, itp.).

Jak pamie֒tamy z tematu 2, w dostatecznie ma lym otoczeniu minimum ener-
gia rośnie w przybliżeniu z kwadratem odkszta lcenia, jeżeli zależy ona od jednej
tylko wspó lrze֒dnej (np. d lugości wia֒zania). W ogólnym przypadku energia
odkszta lcenia jest forma֒ kwadratowa֒ hesjanu energii obliczonego w minimum.

Rozważmy na pocza֒tek cza֒steczke֒ dwuatomowa֒ umieszczona֒ na osi x, jak na
poniższym rysunku. Wia֒zanie jest przedstawione jako spre֒żyna  la֒cza֒ca atomy.

74
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Oznaczaja֒c wspó lrze֒dna֒ pierwszego atomu przez x1 a drugiego przez x2
i zak ladaja֒c, że drugi atom leży na prawo od pierwszego mamy naste֒puja֒ce
wyrażenie na energie֒:

E(x1, x2) =
1

2
k[(x2 − x1) − d◦]2

gdzie k jest sta la֒ si lowa֒ wia֒zania a d◦ jego d lugościa֒ równowagowa֒. Energia jest
tutaj liczona wzgle֒dem po lożenia równowagi (w którym E = 0) a porównanie
rozwinie֒cia energii w szereg Taylora wzgle֒dem po lożenia równowagi (patrz temat
2) pokazuje, że

k =
∂2E

∂x12
=
∂2E

∂x22

Sta֒d obliczamy si ly dzia laja֒ce na atomy:

F1 = − ∂E

∂x1
= k(x2 − x1 − d◦)

F2 = − ∂E

∂x2
= −k(x2 − x1 − d◦) = −F1

(Przy okazji po raz kolejny otrzymalísmy III prawo Newtona.) Piszemy teraz
równania ruchu obu atomów:

m1a1 = m1
d2x1
dt2

= F1 = k(x2 − x1 − d◦)

m2a2 = m2
d2x2
dt2

= F2 = −k(x2 − x1 − d◦)

Dodaja֒c te równania stronami dostajemy:

m1
d2x1
dt2

+m2
d2x2
dt2

= 0

Wprowadzaja֒c wspó lrze֒dna֒ środka masy
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xCM =
m1x1 +m2x2
m1 +m2

dostajemy

d2xCM

dt2
= 0

co oznacza, że środek masy ma przyspieszenie zerowe a zatem cza֒steczka jako
ca lość albo jest w spoczynku albo porusza sie֒ ruchem jednostajnym.

Aby określić równanie ruchu atomów wzgle֒dem środka masy cza֒steczki, dzie-
limy pierwsze równanie stronami przez m1, drugie przez m2 i odejmujemy je
stronami otrzymuja֒c

d2x2
dt2

− d2x1
dt2

= −k
(

1

m1
+

1

m2

)

(x2 − x1 − d◦)

Zatem definiuja֒c ξ = x2−x1−d◦ (jest to aktualna d lugość wia֒zania mie֒dzy
atomami 1 i 2 minus d lugość równowagowa) mamy naste֒puja֒ce równanie ruchu:

d2ξ

dt2
= −k

µ
ξ

gdzie

µ =

(
1

m1
+

1

m2

)−1

=
m1m2

m1 +m2

jest masa֒ zredukowana֒ cza֒steczki.
Powyższe równanie jest równaniem różniczkowym zwyczajnym drugiego

rze֒du. Jego rozwia֒zaniem jest taka funkcja, która zróżniczkowana dwukrot-
nie równa sie֒ samej sobie ze znakiem minus, pomnożonej przez pewna֒ sta la֒.
Nietrudno stwierdzić, że rozwia֒zaniem jest funkcja

ξ(t) = A cos (ωt+ φ)

ω =

√

k

µ

która opisuje ruch drgaja֒cy wia֒zania mie֒dzy atomami. Sta la A jest nazywana
amplituda֒ a sta la φ faza֒ drgania. Amplituda określa maksymalne wychylenie a
faza wychylenie w pocza֒tkowej chwili czasu. Wielkość ω jest cze֒stościa֒ ko lowa֒.
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-A

0

A

0

φ

T = 1/νξ(
t)

t

Z cze֒stości ko lowej obliczamy naste֒puja֒ce cze֒sto używane wielkości:

• cze֒stość (liczba pe lnych drgań w jednostce czasu). Wielkość ta jest od-
wrotnościa֒ okresu drgań, T , który określa czas wykonania pe lnego drgania.
Wymienione wielkości sa֒ pokazane na powyższym rysunku.

ν =
ω

2π
=

1

2π

√

k

µ

• d lugość fali drgania

λ =
c

ν

• liczbe֒ falowa֒ drgania

ν =
1

λ
=

1

2πc

√

k

µ

W spektroskopii w podczerwieni ta ostatnia wielkość jest szczególnie popu-
larna. Ma ona wymiar odwrotności jednostki d lugości i zwyczajowo przyje֒ta֒ jed-
nostka֒ jest cm−1. Ponieważ liczba falowa zależy od sta lej si lowej i masy zreduko-
wanej tak samo jak cze֒stość drgań, można napotkać w literaturze sformu lowanie
,,cze֒stość drgań wynosi xxx cm−1”. Liczby falowe drgań cza֒steczek sa֒ zwykle
rze֒du 500 – 3500 cm−1. Takie cze֒stości odpowiadaja֒ promieniowaniu podczer-
wonemu.

Jak wynika z powyższych wzorów, cze֒stość drgań rośnie zarówno ze wzro-
stem sta lej si lowej i ze zmniejszaniem masy zredukowanej. Najwie֒ksze cze֒stości
drgań obserwuje sie֒ dla wia֒zań z wodorem. Z zależności cze֒stości drgań od masy
zredukowanej wynika również, że podstawienie izotopowe wp lywa na cze֒stość.
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Np. po podstawieniu izotopowym wodoru deuterem, cze֒stość wia֒zania O–H
zmniejszy sie֒ w przybliżeniu

√
2 razy. Sta la si lowa pozostaje po podstawie-

niu izotopowym niezmieniona, ponieważ zależy ona jedynie od postaci hiperpo-
wierzchni energii potencjalnej, która z kolei jest określona jedynie przez  ladunki
ja֒der i liczbe֒ elektronów w cza֒steczce.

W przypadku cza֒steczek wieloatomowych cze֒stości drgań oblicza sie֒ poprzez
diagonalizacje֒ hesjanu energii przeskalowanego przez iloczyny pierwiastków od-
wrotności mas poszczególnch atomów. Zmiennymi w obliczaniu hesjanu sa֒
wspó lrze֒dne kartezjańskie (których jest 3n dla cza֒steczki n-atomowej), jednak
jeżeli interesuje nas jedynie cze֒ść drgań, np. w kierunku osi wia֒zania możemy
ograniczyć sie֒ do cze֒ści wspó lrze֒dnych). Przeskalowany hesjan ma postać:

W =










k11

m1

k12√
m1m2

. . .
k1,3n√
m1m3n

k21√
m2m1

k22

m2
. . .

k2,3n√
m2m3n

...
...

. . .
...

k3n,1√
m3nm1

k3n,2√
m3nm2

. . .
k3n,3n

m3n










gdzie wspó lrze֒dne kartezjańskie sa֒ zebrane w jednym wektorze r jak poka-
zano poniżej a każda masa odpowiada danej wspó lrze֒dnej (zatem masa każdego
atomu jest trzykrotnie powtórzona w wyrażeniu na macierz W). Zebrane ra-
zem masy tworza֒ diagonalna֒ macierz M. Uogólnione sta le si lowe kij sa֒ drugimi
pochodnymi energii wzgle֒dem wspó lrze֒dnych, obliczonymi w minimum.

r =














x1
y1
z1
...
xn
yn
zn














M =














m1 0 0 . . . 0 0 0
0 m1 0 . . . 0 0 0
0 0 m1 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . m3n 0 0
0 0 0 . . . 0 m3n 0
0 0 0 . . . 0 0 m3n














kij =
∂2E

∂ri∂rj

Macierz W można na podstawie tych definicji zapisać naste֒puja֒co:

W = M− 1
2 KM− 1

2
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gdzie K = H jest macierza֒ uogólnionych sta lych si lowych; macierz ta jest
oczywíscie hesjanem energii.

Wartości w lasne macierzy W sa֒ kwadratami cze֒stości ko lowych λi = ω2
i .

Natomiast wektory w lasne tej macierzy odpowiadaja֒ drganiom normalnym,
które sa֒ zsynchronizowanymi ruchami atomów cza֒steczki o tej samej cze֒stości.
Dowód, że uk lad równań ruchu po zamianie uk ladu wspó lrze֒dnych na ten,
którego osiami sa֒ kierunki wektorów w lasnych macierzy W zostaje sprowadzony
do 3n niezależnych od siebie równań jest podany na wyk ladzie.

Dla nieliniowej cza֒steczki wieloatomowej 6 ,,drgań” ma ,,cze֒stości” zerowe
a zatem faktycznych drgań jest 3n − 6. Trzy z tych ruchów sa֒ ruchami
poste֒powymi (translacjami) cza֒steczki jako ca lości (jak w przyk ladzie cza֒steczki
dwuatomowej poruszaja֒cej sie֒ po osi x), w kierunkach prostopad lych do siebie
a trzy ruchami obrotowymi, wokó l prostopad lych do siebie osi. W przypadku
cza֒steczki liniowej liczba drgań o cze֒stościach niezerowych wynosi 3n − 5, po-
nieważ wyste֒puja֒ jedynie obroty w kierunkach prostopad lych do osi cza֒steczki,
natomiast, o ile cza֒steczka ma wie֒cej niż 2 atomy, wyste֒puje o jedno wie֒cej niż
dla cza֒steczek nieliniowych drganie odpowiadaja֒ce wyginaniu ca lej cza֒steczki.
Cze֒stości drgań sa֒ najwie֒ksze, jeżeli dominuja֒cy udzia l w drganiu normalnym
ma zmiana d lugości wia֒zań, niższe dla ka֒tów walencyjnych a najniższe dla ka֒tów
torsyjnych. Cze֒ść tych ostatnich stanowi w przypadku makromoleku l biologicz-
nych tzw. ruchy funkcjonalnie ważne (FIM, z angielskiego functionally impor-

tant motions). Należy jednak pamie֒tać, że nawet drgania, w czasie których
zmianom ulegaja֒ g lównie ka֒ty torsyjne zawieraja֒ pewne udzia ly pochodza֒ce od
zmian ka֒tów walencyjnych czy d lugości wia֒zań.

Drganiom normalnym odpowiadaja֒ maksima (pasma) w widmie absorpcji
promieniowania podczerwonego. Intensywność pasma zależy od zmiany mo-
mentu dipolowego cza֒steczki w czasie drgania. Jeżeli moment dipolowy sie֒ nie
zmienia intensywność jest zerowa (np. tak be֒dzie dla cza֒steczki azotu). Drgania
o zerowej intensywności w podczerwieni można zaobserwować w widmie rozpro-
szonego promieniowania podczerwonego (widmie Ramana). W tym przypadku
intensywność zależy od zmiany momentu kwadrupolowego.

5.2 Przyk lady

Przyk lad 1

Obliczyć cze֒stość i liczbe֒ falowa֒ drgań cza֒steczki tlenku we֒gla (12C16O), jeżeli
sta la si lowa wia֒zania wynosi 18, 7 × 105 dyn/cm.

Rozwia֒zanie: Wyrażamy sta la֒ si lowa֒ w N/m i obliczamy mase֒ zredukowana֒,
wyrażaja֒c ja֒ w kg.
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k = 18, 7 × 105
dyn

cm
= 18, 7 × 105 × 10−5 N

10−2 m
= 1870

N

m

µ =
16 × 12

16 + 12
= 6, 8571

g

mol
=

6, 8571 × 10−3 kg

6, 022 × 1023
= 1, 1387 × 10−26 kg

Podstawiaja֒c tak przeliczone wielkości do wzoru na cze֒stość dostajemy:

ν =
1

2π

√

k

µ
=

1

6, 28318

√

18, 7 × 102

1, 1387 × 10−26
= 6, 4497×1013 s−1 = 6, 4497×1013 Hz

Liczbe֒ falowa֒ drgań ν obliczamy poprzez podzielenie obliczonej w poprzed-
nim kroku cze֒stości przez pre֒dkość świat la.

ν =
ν

c
=

6, 4497 × 1013

3 × 108
= 2, 15 × 105 m−1 = 2150 cm−1

Przyk lad 2

Liczba falowa drgań cza֒steczki jodowodoru wynosi 2270 cm−1. Obliczyć sta la֒
si lowa֒ wia֒zania H–I.

Rozwia֒zanie: W pierwszym kroku obliczamy cze֒stość drgań wia֒zania H–I
a także mase֒ zredukowana֒ jodowodoru. Podobnie jak w poprzednim zadaniu
wyrażamy wszystkie wielkości w jednostkach uk ladu SI.

ν = 2270 cm−1 = 2, 27 × 105 m−1

µ =
1 × 127

1 + 127
= 0, 9922

g

mol
= 1, 6476 × 10−27 kg

Naste֒pnie, przez podniesienie lewej i prawej strony wyrażenia na liczbe֒ fa-
lowa֒ do kwadratu a naste֒pnie pomnożenie stronami przez (2πc)2µ otrzymujemy
wyrażenie na sta la֒ si lowa֒ przez liczbe֒ falowa֒ i mase֒ zredukowana֒:

ν =
1

2πc

√

k

µ

k = (2πcν)2µ
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Do tak otrzymanego wzoru podstawiamy przeliczone na jednostki uk ladu SI
ν i µ.

k = (6, 28318 × 3 × 108 × 2, 27 × 105)2 × 1, 6476 × 10−27 = 301
N

m

Przyk lad 3

Obliczyć stosunek liczby falowej drgań cza֒steczki bromowodoru 1HBr do liczby
falowej drgań cza֒steczki bromodeuteru 2HBr.

Korzystaja֒c z wyrażenia na liczbe֒ falowa֒ poprzez sta la֒ si lowa֒ i mase֒ zredu-
kowana֒ podanego w cze֒ści teoretycznej mamy

ν1HBr

ν2HBr
=

1
2πc

√
k

µ1HBr

1
2πc

√
k

µ2HBr

=

√
µ2HBr

µ1HBr

Jak wspomniano w cze֒ści teoretycznej, sta la si lowa wia֒zania nie zmienia sie֒
po podstawieniu izotopowym. Zatem stosunek liczb falowych bromowodoru i
bromodeuteru zależy jedynie od stosunku ich mas zredukowanych. Ponieważ jest
to wielkość bezwymiarowa, masy te można wyrazić w dowolnych jednostkach,
w szczególności w g/mol. Po podstawieniu danych dostajemy

µ1HBr =
1 × 79

1 + 79
=

79

80
= 0, 9875

g

mol

µ2HBr =
2 × 79

2 + 79
=

158

81
= 1, 9506

g

mol

ν1HBr

ν2HBr
=

√
µ2HBr

µ1HBr
=

√
1, 9506

0, 9875
= 1, 41

Przyk lad 4

Napisać i rozwia֒zać równania ruchu harmonicznego anionu azydkowego, N3−,
dla drgań wzd luż jego osi (geometria anionu jest w przybliżeniu liniowa). Oba
wia֒zania N–N w tym anionie maja֒ takie same sta le si lowe. Wiedza֒c, że cze֒stość
antysymetrycznych drgań rozcia֒gaja֒cych jonu azydkowego wynosi ν = 1986, 5
cm−1 [M. Polak, M. Gruebele, R. Sakallay, J. Am. Chem. Soc., 109, 2884-2887
(1987)] obliczyć sta la֒ si lowa֒ wia֒zań N–N w tym jonie.
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Rozwia֒zanie: Umieszczamy jon na osi x i rozpatrujemy ruch atomów tylko
w kierunku tej osi. Oznaczmy przez x1, x2 i x3 wspó lrze֒dne odpowiednio pierw-
szego, drugiego i trzeciego atomu azotu i za lóżmy, że x1 < x2 < x3. Wtedy
wyrażenie na energie֒ cza֒steczki w przybliżeniu harmonicznym przyjmuje po-
stać:

E =
1

2
k[(x2 − x1) − d◦]2 +

1

2
k[(x3 − x2) − d◦]2

gdzie d◦ i k oznaczaja֒ odpowiednio równowagowa֒ d lugość wia֒zania N–N w jonie
azydkowym oraz sta la֒ si lowa֒ tego wia֒zania.

Obliczamy si ly dzia laja֒ce na atomy N1, N2 i N3.

F1 = − ∂E

∂x1
= k[(x2 − x1) − d◦]

F2 = − ∂E

∂x2
= −k(x2 − x1) + k(x3 − x2) = k(x1 − 2x2 + x3)

F3 = − ∂E

∂x3
= −k[(x3 − x2) − d◦]

Zatem równania ruchu maja֒ postać

m
d2x1
dt2

= k(−x1 + x2 − d◦)

m
d2x2
dt2

= k(x1 − 2x2 + x3)

m
d2x3
dt2

= k(x2 − x3 + d◦)

Znajdziemy teraz rozwia֒zania tych równań. Podobnie jak na pocza֒tku
wste֒pu teoretycznego, gdzie zosta ly wyprowadzone równania ruchu dla
cza֒steczki dwuatomowej, da֒żymy do otrzymania takich kombinacji równań,
żeby kombinacja x1, x2 i x2 wyste֒puja֒ca po prawej stronie pojawi la sie֒ za opera-
torem dwukrotnego różniczkowania wzgle֒dem czasu po stronie lewej. Dodaja֒c
równania ruchu stronami dostajemy

m
d2(x1 + x2 + x3)

dt2
= 0

co oznacza, że środek masy cza֒steczki pozostaje w spoczynku lub porusza sie֒
ruchem jednostajnym.

Jeżeli z kolei odejmiemy pierwsze równanie od trzeciego dostaniemy

m
d2(x3 − x1 − 2d◦)

dt2
= −k(x3−x1−2d◦) ⇒ d2(x3 − x1 − 2d◦)

dt2
= − k

m
(x3−x1−2d◦)
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co oznacza, że różnica wspó lrze֒dnych x skrajnych atomów azotu porusza sie֒

ruchem harmonicznym o cze֒stości ko lowej ωs =
√

k
m . Od różnicy wspó lrze֒dnych

po lewej stronie można odja֒ć 2d◦, ponieważ wielkość ta nie zależy od czasu.
 Latwo stwierdzić, że jest to drganie symetryczne, przy którym oba wia֒zania
ulegaja֒ jednocześnie wyd lużeniu lub skróceniu o te֒ sama֒ wartość. Środkowy
atom azotu jest nieruchomy. Moment dipolowy nie zmienia sie֒ w tym drganiu,
wie֒c nie jest ono widoczne w widmie w podczerwieni.

Aby znaleźć drugie drganie o niezerowej cze֒stości, dodajemy do siebie
równania 1 i 3 a naste֒pnie odejmujemy od nich równanie pomnożone stronami
przez 2 równanie drugie, otrzymuja֒c

m
d2(x1 − 2x2 + x3)

dt2
= −3k(x1 − 2x2 + x3) ⇒

d2(x1 − 2x2 + x3)

dt2
= −3k

m
(x1 − 2x2 + x3)

Zatem kolektywna wspó lrze֒dna ξ = x1 − 2x2 + x3 porusza sie֒ ruchem har-

monicznym o cze֒stości ko lowej ωa =
√

3k
m . Jest to drganie antysymetryczne,

ponieważ jeżeli jedno z wia֒zań ulega skróceniu to drugie wyd luża sie֒ o te֒ sama֒
wielkość. Drugi atom azotu porusza sie֒ tak, aby środek masy uk ladu pozosta l w
miejscu. Drganie to jest widoczne w widmie w podczerwieni. Jego cze֒stość jest
w laśnie obserwowana֒ cze֒stościa֒ drgań jonu azydkowego. ,,Masa zredukowana”
odpowiadaja֒ca temu drganiu jest równa 1/3 masy atomu azotu.

Drganie symetryczne i antysymetryczne sa֒ schematycznie przedstawione na
poniższym rysunku.

Podobnie jak w poprzednim przyk ladzie, przekszta lcamy wzór na liczbe֒ fa-
lowa֒ aby wyliczyć sta la֒ si lowa֒.
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k = (2πcν)2(m/3) = (6, 28318 × 3 × 108 × 1, 9865 × 105)2
14 × 10−3/3

6, 022 × 1023

= 1087
N

m

Aby pokazać ogólna֒ metode֒ obliczania cze֒stości drgań w lasnych cza֒steczki,
tworzymy najpierw hesjan energii, naste֒pnie skalujemy jego elementy przez ilo-
czyny odwrotności pierwiastków mas (w tym przypadku masa jest jedna) i w
końcu obliczamy wartości w lasne powsta lej w ten sposób macierzy.

H =







∂2E
∂x2

1

∂2E
∂x1∂x2

∂2E
∂x1∂x3

∂2E
∂x2∂x1

∂2E
∂x2

2

∂2E
∂x2∂x3

∂2E
∂x3∂x1

∂2E
∂x3∂x2

∂2E
∂x2

3







=





k −k 0
−k 2k −k
0 −k k





Macierz W (przeskalowany przez masy hesjan) ma postać:

W =





k
m − k

m 0
− k

m 2 k
m − k

m

0 − k
m

k
m





Aby znaleźć cze֒stości drgań w lasnych tworzymy wyznacznik wiekowy tej
macierzy i szukamy jego miejsc zerowych.

det(W − λI) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

k
m − λ − k

m 0
− k

m 2 k
m − λ − k

m

0 − k
m

k
m − λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
k

m

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 − λ′ −1 0
−1 2 − λ′ −1
0 −1 1 − λ′

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0

gdzie λ′ = m
k λ. Zamiana λ na λ′ upraszcza dalsze przekszta lcenia.

Rozwijaja֒c wyznacznik dostajemy

(1 − λ′)[(2 − λ′)(1 − λ′) − 1] + 1(−(1 − λ′)) = (1 − λ′)[(2 − λ′)(1 − λ′) − 2]

= −λ′(λ′ − 1)(λ′ − 3) = 0

ska֒d wynika, że pierwiastkami równania wiekowego sa֒ λ′1 = 0, λ′2 = 1 λ′2 = 3.
Zatem λ1 = ω2

1 = 0, λ2 = ω2
2 = k

m , λ3 = ω2
3 = 3k

m . Sta֒d wynika, że mamy dwie
niezerowe cze֒stości drgań równe tym wyliczonym poprzednim sposobem.

Znajdziemy teraz wektory w lasne odpowiadaja֒ce kolejnym wartościom
w lasnym. Wektor w lasny odpowiadaja֒cy i-tej wartości w lasnej (λi) spe lnia
naste֒puja֒ce równanie:

Wvi = λivi

Podstawiaja֒c macierz W, z której wy la֒czono czynnik k/m oraz wartość
λ′1 = 0 otrzymujemy naste֒puja֒cy uk lad trzech równań z trzema niewiadomymi.
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Wektory w lasne macierzy nie zmienaja֒ sie֒ jeżeli wszystkie jej elementy po-
mnożymy przez te֒ sama֒ liczbe֒ a rachunki be֒da֒ znacznie  latwiejsze, jeżeli zamiast
oryginalnej macierzy W be֒dziemy rozważać macierz przeskalowana֒, której ele-
menty oraz wartości w lasne λ′1, λ

′
2, λ

′
3 sa֒ liczbami ca lkowitymi.

v11 − v21 = 0

−v11 + 2v21 − v31 = 0

−v21 + v31 = 0

(Drugi indeks oznacza numer porza֒dkowy wektora w lasnego a pierwszy numer
wspó lrze֒dnej x kolejnego atomu. Jest to zgodne z notacja֒ wektorów w lasnych,
z których każdy jest wektorem-kolumna֒.)

Z pierwszego równania otrzymujemy v11 = v21 a z trzeciego v21 = v31.
Możemy  latwo sprawdzić, że przy takim podstawieniu drugie równanie jest
również spe lnione. Zatem rozwia֒zaniem uk ladu jest v11 = v21 = v31, co od-
powiada zsynchronizowanemu ruchowi wszystkich atomów czyli ruchowi (jed-
nostajnemu ponieważ przyspieszenie wynosi 0) ca lej cza֒steczki. Konkretnych
wartości sk ladowych określić nie można. Aby zachować jednolita֒ notacje֒,
wspó lrze֒dne danego wektora w lasnego mnoży sie֒ przez taka֒ sta la֒ aby jego
d lugość by la równa 1; ten zabieg nazywa sie֒ normalizacja֒ wektora.

Wstawiaja֒c druga֒ wartość w lasna֒ (λ′2 = 1) otrzymujamy:

(1 − 1)v12 − v22 = 0

−v12 + (2 − 1)v22 − v32 = 0

−v22 + (1 − 1)v23 = 0

Z równań pierwszego i trzeciego wynika, że v22 = 0 a po wstawieniu v22 = 0
do równania drugiego dostajemy natychmiast v12 = −v32. Jak widać, wektor
ten odpowiada drganiu symetrycznemu cza֒steczki.

Wstawiaja֒c trzecia֒ wartość w lasna֒ (λ′2 = 3) mamy:

(1 − 3)v13 − v23 = 0

−v13 + (2 − 3)v23 − v33 = 0

−v23 + (1 − 3)v33 = 0

Z pierwszego równania otrzymujemy v23 = −2v13 a z trzeciego v23 = −2v33,
ska֒d od razu wynika, że v13 = v23; wtedy jest automatycznie spe lnione drugie
równanie.

Ponieważ wspó lrze֒dne wektorów w lasnych sa֒ określone z dok ladnościa֒ do
sta lego mnożnika, aby uzyskać jakieś konkretne wektory w lasne można przyja֒ć
pierwszy element każdego jako 1. Zatem nieznormalizowane wektory w lasne
(oznaczymy je dodaja֒c znak ′) maja֒ postać:
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v′
1 =





1
1
1



 v′
2 =





1
0
−1



 v′
3 =





1
−2
1





Zwróćmy uwage֒, że iloczyny skalarne każej pary różnych wektorów sa֒ równe
zeru co oznacza, że wektory te sa֒ ortogonalne (prostopad le) do siebie. Jest to
w laściwość wektorów w lasnych macierzy hermitowskich, w szczególności syme-
trycznych.

Aby znormalizować wektory w lasne dzielimy je przez ich d lugości, które wy-
nosza֒

√
12 + 12 + 12 =

√
3,
√

12 + 02 + (−1)2 =
√

2 i
√

12 + (−2)2 + 12 =
√

6
odpowiednio dla wektorów v1, v2 i v3. Wektory w lasne zapisujemy zwykle
sumarycznie w postaci macierzy V, której kolumny sa֒ kolejnymi wektorami
w lasnymi.

V =






1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

0 − 2√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6






5.3 Zadania

Zadanie 1

Sta la si lowa wia֒zania I-F w cza֒steczce fluorku jodu wynosi k = 3, 62 × 105

dyn/cm. Obliczyć liczbe֒ falowa֒ drgań (w cm−1) cza֒steczki 127I19F.

Odpowiedź: ν = 609 cm−1.

Zadanie 2

Obliczyć d lugość fali odpowiadaja֒ca֒ absorpcji promieniowania podczerwonego
przez cza֒steczke֒ tlenku azotu 14N16O, jeżeli sta la si lowa wia֒zania wynosi k =
15, 7 × 105 dyn/cm.

Odpowiedź: λ = 5297 nm.

Zadanie 3

Obliczyć sta la֒ si lowa֒ wia֒zania O-O w cza֒steczce tlenu 16O2, jeżeli jej cze֒stość
drgań zmierzona przy pomocy spektroskopii Ramana wynosi 1568 cm−1.

Odpowiedź: k = 1160 N/m.
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Zadanie 4

Liczby falowe drgań cza֒steczki chlorowodoru i tlenku azotu wynosza֒ odpowied-
nio 2938 cm−1 i 1890 cm−1. W której cza֒steczce wia֒zanie jest silniejsze (ma
wie֒ksza֒ sta la֒ si lowa֒)?

Odpowiedź: W cza֒steczce N-O.

Zadanie 5

Liczba falowa drgania rozcia֒gaja֒cego w cza֒steczce 1H35Cl wynosi ν1H35Cl =
2938 cm−1 a liczba falowa drgania rozcia֒gaja֒cego podstawionego izotopowo
chlorowodoru nH35Cl wynosi νnH35Cl = 1743 cm−1. Obliczyć liczbe֒ masowa֒
n izotopu wodoru.

Odpowiedź: n = 3.

Zadanie 6

Ile pasm można zaobserwować w widnie w podczerwieni tlenku we֒gla, który za-
wiera domieszke֒ izotopów 14C i 18O? Wiedza֒c, że liczba falowa drgań cza֒steczki
12C16O wynosi 2157 cm−1 obliczyć te cze֒stości.

Odpowiedź: 4 pasma o cze֒stościach 2013 cm−1, 2067 cm−1, 2105 cm−1 i 2157
cm−1.

Zadanie 7

Wyprowadzić wzór na cze֒stości drgań oraz określić jakiemu ruchowi odpowiada
drganie o niezerowej cze֒stości cza֒steczki dwuatomowej poruszaja֒cej sie֒ w jed-
nym wymiarze, metoda֒ diagonalizacji macierzy W. Bardziej ambitni moga֒
spróbować wyprowadzenia zak ladaja֒c, że cza֒steczka porusza sie֒ w trzech wy-
miarach (w tym przypadku macierz W be֒dzie macierza֒ 6 × 6).

Zadanie 8*

Wzoruja֒c sie֒ na przyk ladzie 4 wyprowadzić wzory na cze֒stości drgań symetrycz-
nych i antysymetrycznych dla liniowych cza֒steczek trójatomowych o ogólnym
wzorze X=Y=X. Oznaczyć masy atomów X i Y odpowiednio przez mX i mY a
sta la֒ si lowa֒ wia֒zania X=Y (oraz Y=X) przez k. Naste֒pnie przyjmuja֒c wartość
sta lej si lowej wia֒zania C=O w cza֒steczce CO2 kCO = 1602 N/m obliczyć liczbe֒
falowa֒ drgań antysymetrycznych w tej cza֒steczce i porównać ja֒ z wartościa֒
eksperymentalna֒ równa֒ ν = 2300 cm−1.

Odpowiedź: νsym = 1
2πc

√
k

mX
, νanti = 1

2πc

√

kmY +2mX

mY mX
.



Cze֒ść II

Mechanika statystyczna

uk ladów atomów i

cza֒steczek
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Rozdzia l 6

Prawo rozk ladu

Boltzmanna

6.1 Wste֒p teoretyczny

Uk lady zawieraja֒ce miriady komponentów, a takimi sa֒ zbiorowiska atomów
lub cza֒steczek zwia֒zków chemicznych, nie poddaja֒ sie֒ opisowi szczegó lowemu.
Dlatego narze֒dziem odpowiednim do ich opisu jest mechanika statystyczna,
która umożliwia badania zachowania ca lego uk ladu na podstawie cech po-
szczególnych rodzajów obiektów, z których on sie֒ sk lada. W naszym przypadku
umożliwia powia֒zanie w laściwości pojedynczych moleku l (w szczególności hiper-
powierzchni energii potencjalnej) z tym co sie֒ dzieje w laboratorium mokrym.
Kluczowe jest tutaj określenie prawdopodobieństwa, że atom, cza֒steczka lub
ca ly uk lad znajdzie sie֒ w danym stanie (np. że cza֒steczka przyjmie określona֒
konformacje֒). Mówi o tym prawo rozk ladu Boltzmanna.

Prawo rozk ladu Boltzmanna określa prawdopodobieństwo znalezienia sie֒
uk ladu w określonym stanie w zależności od energii tego stanu oraz temperatury
otoczenia. Jeżeli uk lad wyste֒puje w stanach, którym nadamy numery 1,2,. . .,
Z (Z może być nieskończonościa֒), to prawdopodobieństwo stanu i o ca lkowitej
energii Ei jest proporcjonalne do

Pi ∼ exp

(

− Ei

kBT

)

gdzie T jest temperatura֒ bezwzgle֒dna֒ a kB = 1, 3806 × 10−23 jest sta la֒

Boltzmanna, której jednostka֒ jest J/K. W powyższym równaniu energia jest
wyrażona w joulach. Jeżeli chcemy energie֒ wyrazić w joulach/mol, zamiast
sta lej Boltzmanna do wzoru wstawiamy uniwersalna֒ sta la֒ gazowa֒ R = 8, 3145
J/(mol×K).

Pi ∼ exp

(

− Ei

RT

)

89
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Sta la gazowa jest iloczynem sta lej Boltzmanna i liczby Avogadro (NA =
6, 02214 × 1023).

Aby obliczyć bezwzgle֒dne prawdopodobieństwo, trzeba powyższe wyrażenie
znormalizować tak, aby prawdopodobieństwo wysta֒pienia któregokolwiek ze
stanów uk ladu by lo równe jedności. Be֒dziemy zawsze zak ladać, że wysta֒pienie
danego stanu jest zdarzeniem niezależnym od wysta֒pienia innych stanów. Jak
na razie nie jest znane doświadczenie które przeczy loby temu za lożeniu. W ta-
kim razie prawdopodobieństwo wysta֒pienia jednego z kilku stanów jest suma֒
prawdopodobieństw wysta֒pienia poszczególnych stanów.

Znormalizowane (bezwzgle֒dne) prawdopodobieństwo wysta֒pienia stanu o nu-
merze i wynosi

Pi =
exp

(
− Ei

RT

)

Q

gdzie wielkość

Q =

Z∑

j=1

exp

(

− Ej

kBT

)

jest nazywana suma֒ statystyczna֒.
Bardzo cze֒sto wiele stanów ma taka֒ sama֒ energie֒. Przyk ladem w mechanice

klasycznej jest punkt materialny, na który nie dzia laja֒ żadne si ly. Jego energia
jest równa energii kinetycznej. Stan tego punktu jest opisany poprzez podanie
po lożenia i pre֒dkości. Energia kinetyczna zależy jedynie od kwadratu d lugości
wektora pre֒dkości i jest zatem niezależna od miejsca, w którym znajduje sie֒
punkt i od kierunku, w którym sie֒ porusza. Istnieje zatem nieskończenie wiele
stanów tego punktu, którym odpowiada ta sama energia. Przyk ladem z chemii
jest cza֒steczka tlenu w podstawowym stanie trypletowym. Istnieja֒ dok ladnie
3 realizacje tego stanu i w nieobecności zewne֒trznych pól każdemu odpowiada
identyczna energia. Jeżeli przez gi oznaczymy liczbe֒ stanów o tej samej energii
(inaczej: degeneracje֒ stanu i) a zamiast indywidualnych stanów be֒dziemy rozpa-
trywać grupy stanów o danej energii (każda֒ taka֒ grupe֒ be֒dziemy dla uproszcze-
nia nazywać stanem) to wyrażenia na prawdopodobieństwo i sume֒ statystyczna֒
przyjma֒ postać

Pi =
gi exp

(

− Ei

kBT

)

Q

Q =

Z∑

j=1

gj exp

(

− Ej

kBT

)

Jeżeli stanowi uk ladu nie może być przyporza֒dkowana liczba ale jest on
opisywany zmienna֒ lub wektorem zmiennych cia֒g lych to prawdopodobieństwo
przechodzi w ge֒stość prawdopodobieństwa a suma statystyczna przechodzi w
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ca lke֒. Najcze֒ściej stan uk ladu jest opisywany przez po lożenia i pe֒dy. Wtedy
wzór na ge֒stość prawdopodobieństwa przyjmuje postać

P (x,p)dnxdnp =
exp

(

−E(x,p)
kBT

)

dnxdnp

Q

Q =

∞∫

−∞

· · ·
∞∫

−∞

exp

(

−E(x,p)

kBT

)

dnxdnp

Jeżeli pogrupujemy stany o tej samej energii, możemy zdefiniować prawdo-
podobieństwo jako funkcje֒ jedynie energii

P (E)dE =
Ω(E) exp

(

− E
kBT

)

dE

Q

Q =

∞∫

−∞

Ω(E) exp

(

− E

kBT

)

dE

gdzie Ω(E) jest ge֒stościa֒ stanów.
Cze֒sto interesuje nas nie tyle bezwzgle֒dne prawdopodobieństwo danego

stanu ale jego prawdopodobieństwo wzgle֒dne w stosunku do innego stanu. Jeżeli
te stany oznaczymy przez I i II, to wzór przyjmuje postać

PII

PI
=
gII exp

(

− EII

kBT

)

gI exp
(

− EI

kBT

) =
gII
gI

exp

(

−EII − EI

kBT

)

=
gII
gI

exp

(

− ∆E

kBT

)

Zatem żeby obliczyć stosunek prawdopododobieństw wystarczy różnica ener-
gii mie֒dzy stanami a nie trzeba znać bezwzgle֒dnych wartości energii. Należy
zwrócić uwage֒, że jeżeli zdefiniujemy

∆S = kB ln
gII
gI

∆F = ∆E − T∆S

jako odpowiednio różnice֒ entropii i energii swobodnej mie֒dzy stanami I i II
to wyrażenie na stosunek prawdopodobieństw można zapisać naste֒puja֒cym
równaniem:

PII

PI
= exp

(

− ∆F

kBT

)

= KI→II

które jest wyrażeniem na zależność sta lej równowagi reakcji przej́scia formy I w
forme֒ II od temperatury jeżeli stan I i stan II odpowiadaja֒ formie I i II jakiegoś
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uk ladu (np. dwóm formom tautomerycznym) a stosunek prawdopodobieństw
wysta֒pienia każdej z form zidentyfikujemy ze stosunkiem ich u lamków molo-
wych. Z tych rozważań również wynika, że entropia stanu jest proporcjonalna
do logarytmu z jego degeneracji czyli liczby możliwości, na które stan może być
zrealizowany.

6.2 Przyk lady

W analizowanych przyk ladach oraz w zadaniach, z wyja֒tkiem przyk ladu 4
oraz zadań 5 i 6, be֒dziemy operować energia֒ przeliczona֒ na 1 mol. Zatem
w równaniach be֒dzie, poza wymienionymi wyja֒tkami, wyste֒pować sta la gazowa
R a nie sta la Boltzmanna kB .

Przyk lad 1

Oszacować u lamek molowy enolu acetyloacetonu w temperaturze pokojowej
(T = 298 K) jeżeli różnica energii formy enolowej i ketonowej wynosi 1,2
kcal/mol.

Rozwia֒zanie. Przede wszystkim należy też zwrócić uwage֒ na fakt, iż
u lamek molowy oznaczany litera֒ x jest liczbowo równy prawdopodobieństwu
wysta֒pienia danej formy. Każda z form wyste֒puje tylko raz, wie֒c degeneracja
obu stanów wynosi 1. Zatem, zgodnie z rozważaniami podanymi w cze֒ści teore-
tycznej, stosunek u lamka molowego formy enolowej do u lamka molowego formy
ketonowej be֒dzie równy

xenol
xketon

= exp

(

−Eenol − Eketon

RT

)

= exp

(

−∆E

RT

)

Po wyrażeniu ∆E w J/mol, ∆E = 1, 2×4184 = 5023, 2 J/mol oraz wstawie-
niu R = 8, 3145 J/(mol×K) i T = 298 K otrzymujmey xenol/xketon = 0, 1317.
Ponieważ suma u lamków molowych formy enolowej i formy ketonowej jest równa
1

xketon = 1 − xenol

można  latwo wyliczyć zawartość formy enolowej.

xenol
1 − xenol

= 0, 1317

xenol =
0, 1317

1 + 0, 1317
= 0, 1163 ≈ 11, 6 %
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Przyk lad 2

W czasie 1 ns symulacji dynamiki molekularnej w temperaturze T=298 K
wia֒zania kationu wapniowego przez kalbindyne֒ (bia lko wia֒ża֒ce wapń) stwier-
dzono, że kation wapniowy przebywa l w miejscu wia֒ża֒cym przez 368 ps. Osza-
cować zmiane֒ energii swobodnej po zwia֒zaniu kationu wapniowego przez kalbin-
dyne֒.

Rozwia֒zanie. Wia֒zanie kationów wapniowych (zielone kulki) przez kalbin-
dyne֒ jest zilustrowane na poniższym rysunku. Kationy wapnia sa֒ wia֒zane przez
grupy karboksylowe  lańcuchów bocznych kwasu glutaminowego i asparagino-
wego znajduja֒ce sie֒ w pe֒tlach.

Powyższe zadanie można rozwia֒zać w analogiczny sposób jak poprzedni
przyk lad. Definiujemy różnice֒ energii mie֒dzy stanem niezwia֒zanym (nzw) i
zwia֒zanym (zw).

∆E = Ezw − Enzw

Przede wszystkim zauważmy, że zamiast ,,energii” wyste֒puje tutaj ,,energia
swobodna”. To oznacza, że wielkość ta zawiera w sobie możliwa֒ degeneracje֒
stanów oraz inne efekty zwia֒zane z entropia֒ takie jak przeorganizowanie struk-
tury rozpuszczalnika i bia lka po zwia֒zaniu. Tym niemniej w prawie rozk ladu
Boltzmanna energia swobodna pe lni taka֒ role֒ jak energia.

Zak ladamy ergodyczność symulacji, czyli możliwość odwiedzania obu stanów
w toku ca lej symulacji proporcjonalnie do ich prawdopodobieństw. Wtedy za-
obserwowanie w czasie 1 ns (1000 ps) formy zwia֒zanej przez  la֒cznie 368 ps
jest równoważne zaobserwowaniu w danej chwili czasu 368 cza֒steczek bia lka
zwia֒zanych z kalbindyna֒, w symulacji prowadzonej dla uk ladu zawieraja֒cego
1000 cza֒steczek kalbindyny i 1000 jonów wapniowych. Dlatego stosunek czasów
obserwacji obu form można przyrównać do stosunku prawdopodobieństw tych
stanów. Mamy tzw = 368 ps, tnzw = 1000-368=632 ps a zatem
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Pzw

Pnzw
=

tzw
tnzw

=
368

632
= exp

(

−∆F

RT

)

Sta֒d różnica energii swobodnej wynosi

∆F = −RT ln

(
tzw
tnzw

)

= −8, 3145 × 298 ln 0, 5823 = 1340
J

mol
= 0, 32

kcal

mol

Jak widać, obliczona zmiana energi swobodnej jest dodatnia czyli bardziej
prawdopodobna jest sytuacja kiedy uk lad jest zdysocjowany. Ten fakt wydaje
sie֒ nieoczywisty ponieważ ujemnie na ladowane zdeprotonowane w warunkach
fizjologicznych grupy karboksylowe  lańcuchów bocznych glutaminy i aspara-
giny znajduja֒cych sie֒ w pe֒tlach wia֒ża֒cych kalbindyny oddzia luja֒ silniej z ka-
tionami wapniowymi niż cza֒steczki wody. Decyduja֒cy jest czynnik entropowy.
Cza֒steczek wody jest po pierwsze wie֒cej a po drugie zwia֒zanie kationu wap-
niowego z kalbindyna֒ powoduje zmniejszenie liczby możliwych stanów uk ladu,
czyli spadek entropii, a co za tym idzie, wzrost energii swobodnej.

Przyk lad 3

Podczas reakcji nitrowania chlorobenzenu grupa nitrowa zostaje podstawiona w
po lożeniach orto, meta i para tworza֒c mieszanine֒, której zawartość procentowa
zosta la przedstawiona poniżej. Wiedza֒c, że reakcja odbywa la sie֒ w tempera-
turze 300 K, wyznaczyć wzgle֒dne różnice energii potencjalnej dla otrzymanych
produktów. Degeneracja w pozycji orto i meta wynosi 2, natomiast w pozycji
para 1.

Rozwia֒zanie. Z podanych zawartości procentowych produktów można wy-
liczyć ich u lamki molowe otrzymuja֒c xo = 0,30, xm = 0,01, xp = 0,69.
Przyjmuja֒c forme֒ para jako odniesienie, możemy naste֒pnie zastosować prawo
rozk ladu Boltzmanna do obliczenia różnicy energii pomie֒dzy forma֒ orto i para
(∆Eo−p = Eo − Ep) oraz meta i para (∆Em−p = Em − Ep).
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xo
xp

=
go
gp

exp

(

−∆Eo−p

RT

)

∆Eo−p = −RT ln
gpxo
goxp

= −8, 3145 × 298 × ln
1 × 0, 3

2 × 0, 69
= 3806

J

mol
= 0, 91

kcal

mol

∆Em−p = −RT ln
gpxm
gmxp

= −8, 3145 × 298 × ln
1 × 0, 01

2 × 0, 69
= 12290

J

mol
= 2, 94

kcal

mol

Sta֒d można również obliczyć różnice֒ energii pomie֒dzy forma֒ orto i forma֒
meta, ∆Em−o = ∆Em−p − ∆Eo−p = 2, 94 − 0, 91 = 2, 01 kcal/mol.

Przyk lad 4

Wyprowadzić prawo rozk ladu Maxwella-Boltzmanna, określaja֒ce rozk lad
ge֒stości prawdopodobieństwa cza֒steczek gazu doskona lego w zależności od
ca lkowitej pre֒dkości v (inaczej: od d lugości wektora pre֒dkości).

Rozwia֒zanie. Energia pojedynczej cza֒stki gazu doskona lego jest energia֒ ki-
netyczna֒. Jeżeli pre֒dkości w kierunku x, y i z wynosza֒ odpowiednio vx, vy i vz
a masa cza֒stki wynosi m to jej energia kinetyczna dana jest wzorem

Ek =
1

2
m
(
v2x + v2y + v2z

)
=

1

2
mv2

v =
√

v2x + v2y + v2z

Z powyższego wzoru wynika, że energia kinetyczna zależy tylko od ca lkowitej
pre֒dkości v a nie zależy od kierunku wektora pre֒dkości. Należy zatem określić
ile stanów o określonej ca lkowitej pre֒dkości odpowiada przedzia lowi od v do
v + dv. Ilość tych stanów jest proporcjonalna do obje֒tości sferycznej skorupy
o promieniu v i grubości dv (taka֒ skorupe֒ można z kolei porównać skórki po-
marańczy). Ilustracja֒ tego jest poniższy rysunek, na którym czarne wektory
oznaczaja֒ wektory pre֒dkości o d lugości nie wie֒kszej niż v a czerwone o d lugości
nie wie֒kszej niż v + dv; ich ,,ilości”wynosza֒ odpowiednio N(v) i N(v + dv) a
różnica dN = N(v+dv)−N(v) jest w laśnie ilościa֒ wektorów pre֒dkości o d lugości
zawartej od v do v + dv.
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Uwaga! Formalnie zarówno N(v) jak i N(v + dv) sa֒ nieskończone wie֒c
takie rozważania nie sa֒ do końca ścis le. Dok ladniejsze rozważania polegaja֒ na
użyciu jakobianu przekszta lcenia ze wpó lrze֒dnych kartezjańskich do sferycznych
i wyca lkowaniu po ka֒cie zenitalnym θ i azymutalnym φ. Odpowiednie wypro-
wadzenia można znaleźć w rozdziale 5.4 II tomu podre֒cznika W. Krysicki, L.

W lodarski ,,Analiza matematyczna w zadaniach”.
Zatem degeneracja energii przy dla pre֒dkości v jest równa powierzchni sko-

rupy pomnożonej przez jej grubość.

g(v) = 4πv2dv

Sta֒d prawdopodobieństwo znalezienia cza֒stki w przedziale pre֒dkości od v
do v + dv jest równe

P (v)dv =
1

Q
4πv2 exp

(

− mv2

2kBT

)

dv

gdzie Q jest suma֒ statystyczna֒ albo inaczej czynnikiem normalizuja֒cym praw-
dopodobieństwo. Pozostaje wyliczyć Q.

Q = 4π

∞∫

0

v2 exp

(

− mv2

2kBT

)

dv

Aby obliczyć powyższa֒ ca lke֒ zauważmy, że ca lka

∞∫

0

x2 exp
(
−ax2

)
dx

gdzie w naszym przypadku

a =
m

2kBT
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jest pochodna֒ ca lki z funkcji Gaussa (funkcji b le֒du) wzgle֒dem parametru a ze
znakiem minus.

d

da

∞∫

0

exp
(
−ax2

)
dx = −

∞∫

0

x2 exp
(
−ax2

)
dx

Jeżeli ca lkowanie odbywa sie֒ w granicach ±∞ to ca lka wyste֒puja֒ca po prawej
stronie nazwa sie֒ ca lka֒ Poissona, ca lka֒ Laplace’a lub ca lka֒ Gaussa. Wyraża sie֒
ona wzorem podanym poniżej, którego wyprowadzenie można znaleźć w W.

Krysicki, L. W lodarski, ,,Analiza matematyczna w zadaniach”, tom II, rozdz.

4.5. W naszym przypadku ca lkujemy tylko po po lowie dziedziny a ponieważ
funkcja podca lkowa jest symetryczna, ca lka jest równa po lowie ca lki Gaussa.

∞∫

0

x2 exp
(
−ax2

)
dx =

1

2

∞∫

−∞

x2 exp
(
−ax2

)
dx =

1

2

√
π

a

Zatem

− d

da

∞∫

0

exp
(
−ax2

)
dx = − d

da

1

2

√
π

a
=

1

4

√
π

a3

co daje naste֒puja֒ce wyrażenie na sume֒ statystyczna֒ i na rozk lad ge֒stości praw-
dopodobieństwa

Q =

√
(

2πkBT

m

)3

P (v)dv = 4π

(
m

2πkBT

) 3
2

v2 exp

(

− mv2

2kBT

)

dv

Wykresy ge֒stości rozk ladu ge֒stości prawdopodobieństwa od ca lkowitej
pre֒dkości dla gazu z lożonego z atomów argonu w różnych temperaturach sa֒
pokazane na poniższym rysunku.
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6.3 Zadania

Zadanie 1

Pewna pochodna antrachinonu (AQ) interkaluje (wia֒że sie֒) z makromoleku lami
DNA, z których każda posiada 10 miejsc wia֒ża֒cych typu I i 40 miejsc wia֒ża֒cych
typu II. Inaczej mówia֒c, degeneracja stanu zwia֒zanego I wynosi gI = 10 a stanu
zwia֒zanego II wynosi gII = 40. Wiedza֒c, że różnica pomie֒dzy energia֒ wia֒zania
AQ z miejscem II a miejscem I wynosi ∆E = EAQ(II) - EAQ(I) = 0,597 kcal/mol
obliczyć u lamek molowy AQ zwia֒zanego w miejscu wia֒ża֒cym II w temperature
t = 20◦C.

Odpowiedź: U lamek molowy xAQ(II) = 0, 59

Zadanie 2

Pewna pochodna akrydyny (AK) interkaluje (wia֒że sie֒) z makromoleku lami
DNA, z których każda posiada 10 miejsc wia֒ża֒cych typu I i 30 miejsc wia֒ża֒cych
typu II. Inaczej mówia֒c, degeneracja stanu zwia֒zanego I wynosi gI = 10 a stanu
zwia֒zanego II wynosi gII = 30. Wiedza֒c, że u lamek molowy AK zwia֒zanej w
miejscu wia֒ża֒cym I w temperature t = 30◦ C wynosi xAK(I) = 0, 80 obliczyć
różnice֒ energii wia֒zania AK przez miejsca wia֒ża֒ce typu I i II.

Odpowiedź: Różnica energii ∆E = 1,50 kcal/mol.
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Zadanie 3

2-chloroetanol w dimetylosulfotlenku (DMSO) wyste֒puje w konformacji naprze-
mianleg lej (t) oraz skośnej (g), przy czym geometryczne prawdopodobieństwo
konformacji skośnej jest dwa razy wie֒ksze niż konformacji naprzemianleg lej; ina-
czej mówia֒c degeneracje stanów g i t wynosza֒ odpowiednio gg = 2, gt = 1. W
temperaturze t = 25◦C stosunek u lamka molowego konformacji skośnej do kon-
formacji naprzemianleg lej wynosi xg/xt = 10.
a) Obliczyć różnice֒ energii pomie֒dzy konformacja֒ skośna֒ a naprzemianleg la
(∆E = Et - Eg).

Odpowiedź: Różnica energii ∆E = 0,95 kcal/mol.

b) Wyprowadzić wzór na zależność u lamka molowego konformacji naprzemian-
leg lej od temperatury.

Odpowiedź:

xt(T ) =
1
2 exp

(
−∆E

RT

)

1 + 1
2 exp

(
−∆E

RT

) =
1
2 exp

(
− 480

T

)

1 + 1
2 exp

(
− 480

T

) =
exp

(
− 480

T

)

2 + exp
(
− 480

T

)

Zadanie 4

U lamek molowy niskospinowego kompleksu Ni(II)MePy(BZ)2)(tBuacac) (dege-
neracja g = 1) wynosi xn = 0,2 w temperaturze T=300 K. Obliczyć różnice֒
energii mie֒dzy kompleksem wysokospinowym (degeneracja g = 3) a komplek-
sem niskospinowym, ∆E = Ew - En.

Odpowiedź: Różnica energii ∆E = -0,17 kcal/mol.

Zadanie 5

Jaka musi być temperatura aby 1% tlenu cza֒steczkowego znalaz l sie֒ w stanie
singletowym? Różnica energii mie֒dzy stanem singletowym (1∆g) a podstawo-
wym stanem trypletowym (3

∑

g) wynosi ∆E = 21 kcal/mol a degeneracje tych
stanów wynosza֒ odpowiednio g0 = 3 (stan podstawowy trypletowy) i g1 = 1
(stan wzbudzony singletowy).

Odpowiedź: T = 3022 K.

Zadanie 6

Zmodyfikować wyprowadzenie rozk ladu Maxwella-Boltzmanna z przyk ladu 4
tak aby ge֒stość prawdopodobieństwa by la wyrażona w funkcji nie pre֒dkości ale
(a) ca lkowitego pe֒du (d lugości wektora pe֒du) cza֒stki i (b) energii kinetycznej
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cza֒stki gazu doskona lego. Uwaga! Należy zwrócić uwage֒ jak be֒dzie sie֒ wtedy
wyraża la ge֒stość stanów o danym pe֒dzie lub energii i odpowiednio zmodyfikować
równanie, co również be֒dzie wymaga lo modyfikacji lub ponownego wyprowadze-
nia wzoru na sume֒ statystyczna֒ (Q). Pe֒d oraz energia kinetyczna w funkcji pe֒du
wyrażaja֒ sie֒ naste֒puja֒cymi wzorami:

p = mv

p = m
√

v2x + v2y + v2z

Ek =
p2x + p2y + p2z

2m

Zadanie 7*

Wyprowadzić wzór na ge֒stość prawdopodobieństwa znalezienia sie֒ oscylatora
harmonicznego charakteryzuja֒cego sie֒ masa֒ zredukowana֒ µ oraz sta la֒ si lowa֒ k
w zależności od wspó lrze֒dnej normalnej x i pe֒du p. Energia oscylatora wyraża
sie֒ wzorem

E = Ek + Ep =
p2

2µ
+

1

2
kx2



Rozdzia l 7

Wartości średnie w zespole

kanonicznym i ich zwia֒zek z

wielkościami

termodynamicznymi

Literatura:

1. K. Gumiński, ,,Termodynamika”, rozdz. 3

2. N. A. Smirnowa, ,,Metody termodynamiki statystycznej w chemii fizycz-
nej”, rozdz. 3.9

7.1 Wste֒p teoretyczny

W tej cze֒ści zaje֒ć be֒dziemy rozważać g lównie zespó l kanoniczny, w którym
określona jest liczba cza֒stek (N), temperatura (T ) i obje֒tość (V ) natomiast
takie wielkości jak císnienie (p), energia wewne֒trzna (U), entropia (S), energia
swobodna (F ) i potencja l chemiczny (µ) sa֒ wielkościami pochodnymi. Zak lada
sie֒, że w stanie równowagi termodynamicznej wielkości te sa֒ równe odpowiednim
wartościom średnim dla zespo lu kanonicznego, obliczonymi w oparciu o prawo
rozk ladu Boltzmanna. W dalszej cze֒ści kursu be֒dziemy zajmować sie֒ wy la֒cznie
uk ladami pozostaja֒cymi w stanie równowagi.

Na pocza֒tek podane zostanie krótkie przypomnienie podstawowych poje֒ć
termodynamiki. Przyste֒pny i wyczerpuja֒cy opis tego tematu znajduje sie֒ w
rozdziale 3 pierwszej z podanych na pocza֒tku pozycji literaturowych.

Aby opisać uk lad używamy zmiennych stanu, którymi zwykle sa֒ temperatura
(T ), entropia (S), obje֒tość (V ) i císnienie (p). Iloczyny pierwszej i drugiej (TS)
oraz trzeciej i czwartej z nich (pV ) maja֒ wymiar energii i nazywa sie֒ je zmien-

nymi sprze֒żonymi. Do tego kanonicznego zestawu należy jeszcze dodać liczbe֒

101
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cza֒stek (N) lub ilość moli (n) albo, w przypadku uk ladów wielosk ladnikowych,
liczby czy też ilości moli poszczególnych rodzajów cza֒stek. W dalszej cze֒ści
kursu przekonamy sie֒, że zmiennymi stanu moga֒ być też energia (E) i potencja l
chemiczny (µ).

Z podanego zestawu zmiennych nieoczywista jest jedynie entropia. Zosta la
ona wprowadzona przez von Clausiusa jako ,,zawartość transformacji” (Verwan-

dlungsinhalt), co w je֒zyku starogreckim brzmia loby ,εντρoπή (czytaj: entrope1.
Jej elementarna֒ definicja֒ jest elementarny przyrost ciep la podzielony przez tem-
perature֒ pod warunkiem, że przemiana jest przemiana֒ odwracalna֒.

dS =
Qodwr

el

T
=
DQ

T

Dok ladne rozważania na temat entropii można znaleźć w pierwszej z poda-
nych pozycji literaturowych.

Rodzaj uk ladu określaja֒ zmienne stanu, które go kontroluja֒. W chemii fi-
zycznej rozróżnialísmy g lównie uk lady pozostaja֒ce w sta lej obje֒tości (uk lady izo-
choryczne) i pod sta lym císnieniem (uk lady izobaryczne). Dodatkowo określona
by la temperatura, co daje uk lad odpowiednio izotermiczno-izochoryczny i
izotermiczno-izobaryczny. Innym rodzajem uk ladu jest uk lad izolowany od
otoczenia, czyli pozostaje w sta lej obje֒tości i posiada sta la֒ energie֒. Można
go przyrównać do uk ladu adiabatycznego z dodatkowym warunkiem, że nie
naste֒puje tutaj wymiana energii z otoczeniem przez prace֒. Ta klasyfikacja w
przybliżeniu przenosi sie֒ na uk lady rozpatrywane w mechanice statystycznej; w
szczególności uk lad izotermiczno-izochoryczny odpowiada zespo lowi kanonicz-
nemu. Zestawienie zespo lów statystycznych jest podane w poniższej tabeli.

Rodzaj zespo lu Uk lad fizyczny Zmienne stanu
Mikrokanoniczny Izolowany N , V , E
Kanoniczny∗ Izotermiczno-izochoryczny N , V , T

Izotermiczno-izobaryczny N , p, T
Wielki zespó l kanoniczny Uk lad otwarty µ, V , T

∗Klasyfikacja podana w tabeli odpowiada podre֒cznikowi D. McQuarrie ,,Statisti-

cal Mechanics”, w której przez zespó l kanoniczny rozumie sie֒ zespó l statystyczny
charakteryzuja֒cy sie֒ sta la֒ obje֒tościa֒ i sta la֒ temperatura֒. Jednak mianem ze-
spo lu kanonicznego określa sie֒ cze֒sto zespó l charakteryzuja֒cy sie֒ tylko sta la֒
temperatura֒. Wtedy mówimy o wariancie izochorocznym (sta la obje֒tość) lub
izobarycznym (sta le císnienie) zespo lu kanonicznego.

Zmienne stanu danego uk ladu sa֒ zmiennymi, przy pomocy których sa֒
określone funkcje stanu. Funkcjami stanu sa֒ energia wewne֒trzna (U , która֒
oznacza sie֒ również przez E), entalpia (H), energia swobodna (F ) oraz entalpia
swobodna, zwana w literaturze anglosaskiej prawie wy la֒cznie energia֒ swobodna֒

1W ladys law Witwicki, najlepszy polski t lumacz dzie l Platona i nie tylko, pewnie by prote-
stowa l: ,

εντρoπή znaczy dok ladnie respekt albo szacuneki ale także wstyd, w zależności od
kontekstu. Formalnie jednak można ten rzeczownik utworzyć od czasownika τρέπω (obracam,
przekszta lcam). Być może Clausius nie uważa l na lekcjach greki klasycznej.
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Gibbsa (G). Sa֒ również określane mianem potencja lów termodynamicznych po-
nieważ ich zmniejszanie świadczy o samorzutności przemiany w warunkach od-
powiednio sta lej entropii i obje֒tości dla energii wewne֒trznej, sta lej entropii i
císnienia dla entalpii, sta lej temperatury i obje֒tości dla energii swobodnej oraz
sta lej temperatury i císnienia dla energii swobodnej Gibbsa (entalpii swobod-
nej). Entropia może być traktowana albo jako zmienna albo jako funkcja stanu.
Zwia֒zki mie֒dzy nimi podaja֒ poniższe równania.

H = U + pV

F = U − TS

G = H − TS

Bardzo ważnymi zwia֒zkami sa֒ zależności mie֒dzy pochodnymi funkcji stanu
a zmiennymi stanu. Dla każdej funkcji stanu można wybrać pare֒ zmiennych
naturalnych, tj. takich że, w stanie równowagi termodynamicznej, pierwsze
pochodne wzgle֒dem tych zmiennych sa֒ innymi zmiennymi stanu. Dla energii
wewne֒trznej zmiennymi naturalnymi sa֒ obje֒tość i entropia, dla entalpii císnienie
i entropia, dla energii swobodnej obje֒tość i temperatura a dla entalpii swobodnej
císnienie i temperatura. Zależności te maja֒ postać:

(
∂U

∂S

)

V

= T ;

(
∂U

∂V

)

S

= −p
(
∂H

∂S

)

p

= T ;

(
∂H

∂p

)

S

= V

(
∂F

∂T

)

V

= −S;

(
∂F

∂V

)

T

= −p
(
∂G

∂T

)

p

= −S;

(
∂G

∂p

)

T

= V

Powyższe regu ly można zapamie֒tać korzystaja֒c z kwadratu Guggenheima, w
narożach którego sa֒ zmienne stanu a pośrodku wkle֒s lych boków funkcje stanu,
dla których sa֒siaduja֒ce zmienne sa֒ zmiennymi naturalnymi. Kwadrat ten jest
wie֒c formalnie ,,kwadratem krzywoliniowym”. Ida֒c w kierunku zmiennej, otrzy-
mujemy pochodna֒ po przeciwnej stronie przeka֒tnej kwadratu. Jeżeli zmienna
be֒da֒ca pochodna֒ znajduje sie֒ na górze to znak pochodnej jest ujemny, w prze-
ciwnym przypadku dodatni.
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Diagram jest  latwy do zapamie֒tania jako zdanie: Vicekonsul Urugwaju
Stary Hrabia Pafnucy Gryz l Twarde Fistaszki. Na szcze֒ście śmiech w na-
uce jest dopuszczalny a nie jest traktowany jako crimen laesae maiestatis. Nie
wydaje sie֒ również, żeby jakís Urugwajczyk poczu l sie֒ tym tekstem obrażony.

Energia wewne֒trzna i císnienie sa֒ prostymi średnimi wzgle֒dem zespo lu ka-
nonicznego. Uwzgle֒dniaja֒c degeneracje֒, dla zespo lu kanonicznego dostajemy:

U ≡ 〈E〉 =
1

Q

Z∑

i=1

giǫi exp

(

− ǫi
kBT

)

p =
1

Q

Z∑

i=1

−gi
∂ǫi
∂V

exp

(

− ǫi
kBT

)

gdzie ǫi jest energia֒ i-tego stanu, gi jest jego degeneracja֒ a Q jest suma֒ staty-
styczna֒ zespo lu kanonicznego; dla zespo lu kanonicznego jest ona funkcja֒ liczby
cza֒stek, temperatury i obje֒tości.

Q = Q(N,V, T ) =
Z∑

i=1

gi exp

(

− ǫi
kBT

)

Jak pokazano na wyk ladzie, wielkości te można wyrazić poprzez pochodne
sumy statystycznej, wzgle֒dem odpowiednio temperatury i obje֒tości. Podobnie,
przez sume֒ statystyczna֒ wyraża sie֒ energia swobodna, entropia i potencja l che-
miczny, co pokazuje poniższe zestawienie.
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U = kBT
2

(
∂ lnQ

∂T

)

N,V

F = −kBT lnQ

µ = −
(
∂F

∂N

)

V

= −kBT
(
∂ lnQ

∂N

)

V,T

S = kBT

(
∂ lnQ

∂T

)

N,V

+ kB lnQ =
U

T
+ kB lnQ

p = kBT

(
∂ lnQ

∂V

)

N,T

Wielkość lnQ nazywa sie֒ funkcja֒ charakterystyczna֒ zespo lu kanonicznego.
Jak pokazuja֒ powyższe równania, znajomość jej zależności od liczby cza֒stek,
temperatury i obje֒tości umożliwia obliczenie funkcji stanu oraz zmiennych stanu
zależnych od temperatury i obje֒tości. Należy również zwrócić uwage֒, że jeżeli
operujemy wielkościami w przeliczeniu na 1 mol cza֒stek, sta la֒ Boltzmanna (kB)
zaste֒pujemy przez sta la֒ gazowa֒ (R) a liczbe֒ cza֒stek zaste֒pujemy przez liczbe֒
moli (n).

7.2 Przyk lady

Przyk lad 1

Wykazać, że w danej temperaturze ciep lo w laściwe (pojemność cieplna) w sta lej
obje֒tości (CV ) jednorodnego gazu jest niezależne od jego obje֒tości.

Rozwia֒zanie: W celu wykazania, że pojemność cieplna uk ladu jest niezależna
od jego obje֒tości, należy udowodnić, że

(
∂CV

∂V

)

T

= 0

W przypadku rozwia֒zywania tego typu zadań ogólna strategia polega na
sprowadzeniu rozwia֒zania zadania do poszukiwania odpowiedniej zależności
mie֒dzy funkcjami stanu i zmiennymi stanu. Można wyj́sć wprost z defini-
cji pojemności cieplnej jako pochodnej energii wewne֒trznej wzgle֒dem tempe-
ratury oraz z podanego na wyk ladzie wzoru na pochodna֒ energii wewne֒ntrznej
wzgle֒dem obje֒tości jednak prostszym sposobem uzyskania pochodnej po-
jemności cieplnej wzgle֒dem obje֒tości be֒dzie skorzystanie z jej zwia֒zku z en-
tropia֒. Z definicji entropii mamy

S =

∫
CV

T
dT
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ska֒d wprost wynika, że pochodna entropii wzle֒dem temperatury jest równa
pojemności cieplnej podzielonej przez temperature֒.

(
∂S

∂T

)

V

=
CV

T

a zatem aby wykazać, że pojemność cieplna gazu jest niezależna od obje֒tości
należy wykazać, że pochodna entropii gazu wzgle֒dem obje֒tości jest równa zeru.

Korzystaja֒c z kwadratu Guggenheima dostajemy

(
∂F

∂T

)

V

= −S
(
∂F

∂V

)

T

= −p

Obliczaja֒c drugie pochodne mieszane energii swobodnej wzgle֒dem tempera-
tury i obje֒tości z obu równań otrzymujemy

∂2F

∂V ∂T
= −

(
∂S

∂V

)

T

∂2F

∂T∂V
= −

(
∂p

∂T

)

V

Ponieważ zgodnie z twierdzeniem Schwartza te pochodne musza֒ być sobie
równe, dostajemy zwia֒zek pomie֒dzy pochodna֒ entropii wzgle֒dem obje֒tości a
pochodna֒ císnienia wzgle֒dem temperatury zwany formu la֒ Maxwella.

(
∂S

∂V

)

T

=

(
∂p

∂T

)

V

Sta֒d

(
∂CV

∂V

)

T

= T

[
∂

∂V

(
∂S

∂T

)

V

]

T

= T

[
∂

∂T

(
∂S

∂V

)

T

]

V

= T

(
∂2p

∂T 2

)

V

Naste֒pnie różniczkuja֒c dwukrotnie wzgle֒dem temperatury obie strony równania
van der Waalsa, które jest ogólnym równaniem stanu gazu wia֒ża֒cym císnienie,
temperature֒ i obje֒tość gazu

(

p+
aN2

V 2

)(
V

N
− b

)

= kBT

w którym parametry a i b sa֒ sta lymi charakterystycznymi dla danego gazu
dostajemy

(
∂2p

∂T 2

)

V

= 0
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a zatem

(
∂CV

∂V

)

T

= 0

co by lo do udowodnienia. Należy zwrócić uwage֒, że zosta lo tutaj użyte ogólne
równanie stanu gazu (zwia֒zek mie֒dzy jego parametrami stanu) a nie specyficzne
wyrażenie na energie֒ gazu, które jest zależne od przyje֒tego modelu (np. że gaz
jest gazem doskona lym).

Przyk lad 2

Dany jest uk lad, który sk lada sie֒ z trzech stanów o wartościach energii oraz
degeneracjach tych stanów podanych w poniższej tabeli. Obliczyć sume֒ staty-
styczna֒, energie֒ swobodna֒ oraz średnia֒ energie֒ uk ladu w T=298 K.

Numer stanu Energia [kcal/mol] Degeneracja (g)
1 0,0 1
2 1,0 3
3 3,0 5

W pierwszym kroku policzona zostanie suma statystyczna, która jest niezbe֒dna
do wykonania dalszych obliczeń. Wyraża sie֒ ona naste֒puja֒co.

Q =

3∑

i=1

gi exp
(

− ǫi
RT

)

= 1 × exp

(

− 0 × 4184

8, 3145 × 298

)

+ 3 × exp

(

− 1 × 4184

8, 3145 × 298

)

+ 5 × exp

(

− 3 × 4184

8, 3145 × 298

)

Q = 1 + 0, 5543 + 0, 0315 = 1, 5858

Korzystaja֒c z obliczonej sumy statystycznej możemy przysta֒pić do obliczenia
pozosta lych wielkości: energii swobodnej oraz energii wewne֒trznej tego uk ladu.

F = −RT lnQ = −8, 3145 × 298 × ln 1, 5858 = −1142, 44 J/mol = −0, 27 kcal/mol

E =
1

Q

3∑

i=1

giǫi exp
(

− ǫi
RT

)

=

1

1, 5858

[

1 × 0 × exp

(

− 0 × 4184

8, 3145 × 298

)

+ 3 × 1 × exp

(

− 1 × 4184

8, 3145 × 298

)

+5 × 3 × exp

(

− 3 × 4184

8, 3145 × 298

)]

=

0 + 0, 5543 + 0, 0945

1, 5858
=

0, 6488

1, 5858
= 0, 41 kcal/mol
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Przyk lad 3

Suma statystyczna gazu doskona lego sk ladaja֒cego sie֒ z N atomów o masie m
każdy i zamknie֒tego w naczyniu sprze֒żonym z termostatem w przybliżeniu wy-
sokotemperaturowym wyraża sie֒ poniższym wzorem.

Q =
1

N !

(
2πmkBT

h2

) 3N
2

V N

Obliczyć energie֒ swobodna֒, energie֒ wewne֒trzna֒, císnienie oraz potencja l che-
miczny tego gazu.

Rozwia֒zanie: Najpierw przybliżamy silnie֒ wzorem Stirlinga:

N ! ≈ NNe−N =

(
N

e

)N

Wtedy suma statystyczna wyraża sie֒ naste֒puja֒cym wzorem:

Q =
( e

N

)N
(

2πmkBT

h2

) 3N
2

V N

Logarytm naturalny sumy statystycznej (funkcja charakterystyczna ze-
wspo lu kanonicznego), z którego można obliczyć wielkości termodynamiczne
(patrz ,,Wste֒p Teoretyczny”) wyraża sie֒ naste֒puja֒cym wzorem, w którym od-
dzielnie pogrupowano wielkości sta le a oddzielnie zmienne stanu.

lnQ = ln
( e

N

)N

+ ln

(
2πmkBT

h2

) 3N
2

+ lnV N =

N ln
( e

N

)

+
3N

2
ln

(
2πmkBT

h2

)

+N lnV =

N

[
3

2
ln

(
2πmkB
h2

)

+ 1 + lnT + lnV − lnN

]

Maja֒c uporza֒dkowane wyrażenie na logarytm sumy statystycznej, możemy
przysta֒pić do wyprowadzania poszczególnych wielkości. W pierwszym kroku
wyprowadzimy wyrażenie na energie֒ swobodna֒.

F = −kBT lnQ = −kBTN
[

3

2
lnT +

3

2
ln

(
2πmkB
h2

)

+ 1 + lnV − lnN

]

= −NkBT
[

3

2
ln

(
2πmkB
h2

)

+ 1 +
3

2
lnT

]

+NkBT ln
N

V
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Energie֒ wewne֒trzna֒ uzyskujemy obliczaja֒c pochodna֒ funkcji charaktery-
stycznej wzgle֒dem temperatury:

E = kBT
2

(
∂ lnQ

∂T

)

= kBT
2

(
∂

∂T

3

2
N lnT

)

= kBT
2 3N

2T
=

3

2
NkBT

Naste֒pna֒ wielkościa֒, jaka zostanie wyprowadzona be֒dzie císnienie.

p = kBT

(
∂ lnQ

∂V

)

p = kBT

(
∂

∂V
N lnV

)

p = kBT
N

V
pV = NkBT

Jeżeli zauważymy, że N = nNA a kB = R/NA, gdzie n jest liczba֒ moli gazu,
to równanie przechodzi w znana֒ postać równania stanu gazu doskona lego, czyli
równania Clapeyrona.

pV = nRT

Ostatnia֒ wielkościa֒ jaka pozosta la jest potencja l chemiczny.

µ =
∂F

∂N
=

∂

∂N

(

−NkBT
(

3

2
ln

2πmkB
h2

)

− 3

2
lnT

)

+ 1 +
∂

∂N
[NkBT (lnN − lnV )]

= −kBT
(

3

2
ln

(
2πmkB
h2

)

+ 1 +
3

2
lnT

)

+N [kBT lnN + kBT (lnN + 1)] − kBT lnV

= −3

2
kBT ln

(
2πmkBT

h2

)

+ kBT ln
N

V

Jeżeli zdefiniujemy standardowy potencja l chemiczny jako

µ◦(T ) = −3

2
kBT ln

(
2πmkBT

h2

)

a ste֒żenie gazu (wyrażone w liczbie cza֒stek gazu na jednostke֒ obje֒tości) jako

C =
N

V

to powyższy wzór przechodzi w dobrze znane z chemii fizycznej wyrażenie na
zależność potencja lu chemicznego jednorodnego gazu doskona lego lub jednorod-
nego roztworu doskona lego od ste֒żenia z ta֒ różniczka֒, że wyste֒puje w nim
sta la Boltzmanna zamiast sta lej gazowej. Klasyczne wyrażenie można uzyskać
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różniczkuja֒c energie֒ swobodna֒ wzgle֒dem liczby moli gazu n a nie liczby jego
cza֒stek N .

µ = µ◦(T ) + kBT lnC

7.3 Zadania

Zadanie 1

Obliczyć prace֒ odwracalna֒ wykonana֒ przez gaz doskona ly w temperaturze T ,
gdy zwie֒ksza on swoja֒ obje֒tość z V1 do V2.

(a) Udowodnić, że wykonana w tych warunkach praca jest równa zmianie ener-
gii swobodnej gazu.

(b) Określić zmiane֒ energii wewne֒trznej gazu.

Odpowiedź:

W = ∆F = −nRT ln
V2
V1

Energia wewne֒trzna gazu pozostanie sta la.

Zadanie 2

Pewien uk lad ma dwa poziomy energetyczne o energiach 0 i ǫ > 0. Wyprowa-
dzić wzory na energie֒ swobodna֒ oraz średnia֒ energie֒ tego uk ladu w zależności
od temperatury zredukowanej T ∗ = RT/ǫ. Naste֒pnie zmodyfikować powyższe
wzory zak ladaja֒c, że poziom wzbudzony posiada degeneracje֒ g > 1. Do jakiej
wartości be֒dzie da֒ży la energia ukl ladu w wysokich temperaturach, jeżeli g stanie
sie֒ bardzo duże?
To zadanie odpowiada wyprowadzeniu modelu dwustanowego w zależności po-
jemności cieplnej od temperatury dla przej́scia fazowego od bia lka natywnego
do zdenaturowanego (N.V. Prahbu, K.A. Sharp, Annu. Rev. Phys. Chem.,
2005, 56, 521-548)

Zadanie 3

Różnica energii pomie֒dzy niskospinowym kompleksem Fe(II)tpy3, gdzie tpy
oznacza cza֒steczke֒ tripirydylu (n; degeneracja g = 1) a kompleksem wysokospi-
nowym (w; degeneracja g = 5) wynosi ∆ǫ = ǫw − ǫn = 5, 8 kcal/mol. Obliczyć
wk lady do energii wewne֒trznej, energii swobodnej oraz entropii tego uk ladu w
temperaturze t = 90◦C, pochodza֒ce od przej́scia mie֒dzy kompleksem wysoko- i
niskospinowym.

Odpowiedź: E = 39, 03 J/mol, F = −4, 86 J/mol, S = 0, 1209 J/(mol×K).
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Zadanie 4

Suma statystyczna pewnego uk laduN cza֒stek w temperaturze T i posiadaja֒cego
obje֒tość V wyraża sie֒ naste֒puja֒cym wzorem, w którym B jest pewna֒ sta la֒.

Q = (BT )
5N
2

(
V e

N

)N

Wyprowadzić wyrażenia na energie֒ wewne֒trzna֒, entropie֒ i potencja l chemiczny
tego uk ladu.

Odpowiedź:

U =
5

2
NkBT

S =
5

2
NkB +NkB

(
5

2
ln(BT ) − ln

N

V
+ 1

)

µ = −5

2
kBT ln(BT ) + kBT ln

N

V

Zadanie 5

Suma statystyczna uk ladów oscylatorów harmonicznych jest dana poniższym
wzorem.

Q =
1

N !

[

e
− hv

2kBT

1 − e
− hν

kBT

]N

Wyprowadzić wzory na energie֒ wewne֒trzna֒ tego uk ladu.

Odpowiedź:

U =
Nhν

2
+

Nhν

e
hν

kBT − 1

Zadanie 6*

Jak wp lynie dodanie sta lej wartości ∆ do energii każdego stanu na energie֒
wewne֒trzna֒, energie֒ swobodna֒ i entropie֒?

Odpowiedź: Energia i energia swobodna zmienia֒ sie֒ o ∆, entropia pozostanie
bez zmian.
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Zadanie 7*

Obliczyć sume֒ statystyczna֒ i energie֒ wewne֒trzna֒ uk ladu oscylatorów harmo-
nicznych o wspólnej cze֒stości podstawowej ν wykresy tych wielkości w funkcji
temperatury charakterystycznej oscylatora Θosc = hν/kB . Energia oscylatora
maja֒cego cze֒stość podstawowa֒ ν jest dana poniższym wzorem.

ǫn = hν

(

n+
1

2

)

, n = 0, 1, 2, ...

To zadanie odpowiada wyprowadzeniu modelu oscylatora harmonicznego
zależności pojemności cieplnej od temperatury dla przej́scia fazowego od bia lka
natywnego do zdenaturowanego (N.V. Prahbu, K.A. Sharp, Annu. Rev. Phys.
Chem., 2005, 56, 521-548).

Odpowiedź:

Q =
exp

(

− hν
2kBT

)

1 − exp
(

− hν
kBT

) =
exp

(
−Θv

2T

)

1 − exp
(
−Θv

T

)

E =
hν

2
+

hν

exp
(

hν
kBT

)

− 1
=
kBΘv

2
+

kBΘν

exp
(
Θν

T

)
− 1
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Fluktuacje w zespo lach

statystycznych i ich zwia֒zek

z wielkościami

termodynamicznymi

Literatura:

1. K. Gumiński, ,,Termodynamika”, rozdz. 3

2. N. A. Smirnowa, ,,Metody termodynamiki statystycznej w chemii fizycz-
nej”, rozdz. 3.9

8.1 Wste֒p teoretyczny

Poprzednio rozważalísmy wartości średnie w zespole kanonicznym oraz ich
zwia֒zek z wielkościami termodynamicznymi. Poje֒cie wartości średniej jest do-
brze ugruntowane w naukach przyrodniczych. Średnia danej wielkości ma sens
najbardziej wiarygodnego przybliżenia jej wartości ,,prawdziwej”, określonej
na podstawie powtarzania doświadczenia, najlepiej przez niezależne laborato-
ria. Jednak to nie wystarczy; potrzebujemy jeszcze określić wiarygodność danej
wielkości, której miara֒ jest zwykle odchylenie standardowe. Jeżeli wykonamy n
pomiarów wielkości x, otrzymuja֒c wartości x1, x2, . . . , xn to średnia (x) i odchy-
lenie standardowe (σx) sa֒ odpowiednio równe:

x =
1

n

n∑

i=1

xi σx =

√
√
√
√

1

n− 1

n∑

i=1

(xi − x)
2

=

√
√
√
√
√

1

n(n− 1)



n

n∑

i=1

x2i −
(

n∑

i=1

xi

)2
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Wartość σx określa średnie odchylenie pojedynczej wartości x od wartości
średniej x. Kwadrat odchylenia standardowego σ2

x nazywa sie֒ wariancja֒

wielkości x. Należy zwrócić uwage֒, że niepewność (odchylenie standardowe)
wartości średniej otrzymuje sie֒ dziela֒c σx przez pierwiastek z liczby pomiarów

σx =
σx√
n

Okazuje sie֒, że wariancje lub, inaczej, fluktuacje wartości średnich maja֒
również znaczenie w mechanice statystycznej i sa֒ zwia֒zane z wielkościami ter-
modynamicznymi. Wariancja energii jest zwia֒zana z pojemnościa֒ cieplna֒ a
wariancja ge֒stości jest zwia֒zana ze ścísliwościa֒.

σ2
E =

1

Q

Z∑

i=1

gi(ǫi − E)2 exp

(

− ǫi
kBT

)

=
1

Q

Z∑

i=1

giǫ
2
i exp

(

− ǫi
kBT

)

−
[

1

Q

Z∑

i=1

giǫi exp

(

− ǫi
kBT

)]2

= kBT
2 ∂E

∂T
= kBT

2CV

CV =
1

kBT 2
σ2
E

(σN
N

)2

=

(
σp
p

)2

=
kbTκ

V

κ = − 1

V

(
∂V

∂p

)

8.2 Przyk lady

Przyk lad 1

Dany jest uk lad, który sk lada sie֒ z trzech stanów o wartościach energii oraz
degeneracjach tych stanów podanych w poniższej tabeli. Obliczyć pojemność
cieplna֒ tego uk ladu.

Numer stanu Energia [kcal/mol] Degeneracja (g)
1 0,0 1
2 1,0 3
3 3,0 5
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Rozwia֒zanie. Podobnie jak w analogicznym zadaniu z poprzedniego
ćwiczenia, obliczamy sume֒ statystyczna֒ i energie֒ średnia֒.

Q =

3∑

i=1

gi exp
(

− ǫi
RT

)

= 1 × exp

(

− 0 × 4184

8, 3145 × 298

)

+ 3 × exp

(

− 1 × 4184

8, 3145 × 298

)

+5 × exp

(

− 3 × 4184

8, 3145 × 298

)

1 + 0, 5543 + 0, 0315 = 1, 5858

E =
1

Q

3∑

i=1

giǫi exp
(

− ǫi
RT

)

=

1

1, 5858

[

1 × 0 × exp

(

− 0 × 4184

8, 3145 × 298

)

+ 3 × 1 × exp

(

− 1 × 4184

8, 3145 × 298

)

+5 × 3 × exp

(

− 3 × 4184

8, 3145 × 298

)]

=

0 + 0, 5543 + 0, 0946

1, 5858
=

0, 6488

1, 5858
= 0, 4092 kcal/mol

Naste֒pnie obliczamy średni kwadrat energii oraz wariancje֒ energii i w końcu
pojemność cieplna֒:

E2 =
1

Q

3∑

i=1

giǫ
2
i exp

(

− ǫi
RT

)

=

0 + 0, 5543 + 0, 2835

1, 5858
= 0, 5283 (kcal/mol)2

σ2
E = E2 − E

2
= 0, 5283 − 0, 40922 = 0, 3609 (kcal/mol)2

CV =
σ2
E

RT 2
=

0, 3609

1, 9872 × 10−3 × 2982
= 2, 05 × 10−3 kcal/(mol × K)

Zauważmy, że sta la gazowa jest tutaj wyrażona w kcal/(mol×K), R =
1, 9872 × 10−3 kcal/(mol×K).

Przyk lad 3

Suma statystyczna gazu doskona lego sk ladaja֒cego sie֒ z N atomów o masie m
każdy i zamknie֒tego w naczyniu sprze֒żonym z termostatem w przybliżeniu wy-
sokotemperaturowym wyraża sie֒ poniższym wzorem.

Q =
1

N !

(
2πmkBT

h2

) 3N
2

V N
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Obliczyć pojemność cieplna֒ oraz ścísliwość tego gazu.

Rozwia֒zanie: W czasie poprzedniego ćwiczenia wyprowadzilísmy z Q wzory
na energie֒ gazu oraz równanie Clapeyrona:

E =
3

2
NkBT

pV = NkBT

Zatem:

CV =
∂E

∂T
=

3

2
NkB

κ = − 1

V

∂V

∂p
=
NkBT

V p2
=

1

p

8.3 Zadania

Zadanie 1

Pewien uk lad ma dwa poziomy energetyczne o energiach 0 i degeneracji g = 1
oraz ǫ > 0 o degeneracji g > 1. Wyprowadzić wzory na pojemność cieplna֒
tego uk ladu w zależności od temperatury zredukowanej T ∗ = RT/ǫ. Pojemność
cieplna֒ wyrazić w jednostkach sta lej gazowej (R). Narysować wykres pojemności
cieplnej w zależności od temperatury zredukowanej dla g = 1 oraz g = 10.
Naste֒pnie wyprowadzić wzory na prawdopodobieństwo znalezienia sie֒ uk ladu
na tych dwóch poziomach w zaleńości od temperatury i porównać wykresy praw-
dopodobieństw z wykresami pojemności cieplnej.

Odpowiedź:

CV =
gǫ2 exp

(
− ǫ

RT

)

RT 2
[
1 + g exp

(
− ǫ

RT

)]2

CV wyrażona w jednostkach sta lej gazowej i poprzez temperature֒ zreduko-
wana֒:

C∗
V =

g exp
(
− 1

T∗

)

T ∗2
[
1 + g exp

(
− 1

T∗

)]2

Zadanie 2

Suma statystyczna pewnego uk laduN cza֒stek w temperaturze T i posiadaja֒cego
obje֒tość V wyraża sie֒ naste֒puja֒cym wzorem, w którym B jest pewna֒ sta la֒.
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Q = (BT )
5N
2

(
V e

N

)N

Wyprowadzić wyrażenia na pojemność cieplna֒ tego uk ladu.

Odpowiedź:

CV =
5

2
NkB

Zadanie 3

Suma statystyczna uk ladów oscylatorów harmonicznych jest dana poniższym
wzorem.

Q =
1

N !

[

e
− hv

2kBT

1 − e
− hν

kBT

]N

Wyprowadzić wzory na pojemność cieplna֒ tego uk ladu.

Odpowiedź:

CV =
N(hν)2

kBT 2
(

e
hν

kBT − 1
)2

Zadanie 4*

Jak wp lynie dodanie sta lej wartości ∆ do energii każdego stanu na pojemność
cieplna֒?

Odpowiedź: Pojemność cieplna nie zmieni sie֒.
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Mechanika statystyczna

gazów atomowych i gazów

cza֒steczek dwuatomowych

heteroja֒drowych

9.1 Wste֒p teoretyczny

Gazy atomowe lub cza֒steczkowe sa֒ uk ladami wielu cza֒stek. W tym i naste֒pnych
dwóch dzia lach be֒dziemy rozważać uk lady jednosk ladnikowe. Wówczas, w przy-
bliżeniu wysokotemperaturowym, sume֒ statystyczna֒ uk ladu N cza֒stek można
zapisać naste֒puja֒cym wzorem:

Q =
1

N !
qN

gdzie q jest wk ladem do sumy statystycznej pochodza֒cym od jednej cza֒stki.
Czynnik 1/N ! pojawia sie֒ ponieważ przestawienie (permutacja) identycznych
cza֒stek daje taki sam uk lad a zatem przestawienia nie sa֒ odróżnialne. Podobnie,
rozważaja֒c wszystkie możliwości wyrzucenia kombinacji or lów i reszek w N
rzutach liczymy tylko raz sytuacje֒ kiedy N razy wypadnie sam orze l.

9.1.1 Gazy atomowe.

Ponieważ energia atomu jest suma֒ energii ja֒drowej, elektronowej i translacyjnej,
q jest iloczynem wk ladów ja֒drowego, elektronowego i translacyjnego.

ǫijk = ǫti + ǫej + ǫnk

q = qtqeqn

118
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gdzie ǫti,ǫej i ǫnk oznaczaja֒ odpowiednio energie֒ itego stanu translacyjnego,
jtego stanu elektronowego oraz ktego stanu ja֒drowego a wielkości q sa֒ odpowia-
daja֒cymi im wk ladami do sumy statystycznej. Ponieważ ja֒dra atomowe pozo-
staja֒ w stanie podstawowym, można ich energie֒ przyja֒ć za 0. Wówczas wk lad
ja֒drowy do sumy statystycznej jest równy degeneracji podstawowego poziomu
ja֒drowego

qn = ωn◦.

W przypadku stanów elektronowych, możemy przyja֒ć energie֒ stanu podsta-
wowego za 0. Jeżeli degeneracje stanu podstawowego i stanów wzbudzonych
wynosza֒ odpowiednio ωe◦, ωe1, . . . a energie poszczególnych stanów wzbudzo-
nych w stosunku do stanu podstawowego oznaczymy ∆ǫ1, ∆ǫ2 . . ., to wk lad
elektronowy do sumy statystycznej wynosi

qe = ω◦ + ω1 exp (−β∆ǫ1) + ω2 exp (−β∆ǫ2) . . .

gdzie β = 1/kBT lub β = 1/RT w zależności od tego, czy energia jest wyrażona
w przeliczeniu na 1 atom czy na 1 mol atomów.

Prawdopodobieństwo, że atom danego gazu znajdzie sie֒ w itym wzbudzonym
stanie elektronowym (lub u lamek molowy atomów gazu w tym stanie wzbudzo-
nym) wynosi

Pei =
ωei exp

(

−∆ǫei
kBT

)

qe

Wk lad translacyjny jest w niezbyt niskich temperaturach równy

qt =

(
2πmkBT

h2

) 3
2

V

gdzie m jest masa֒ atomu gazu, V jego obje֒tościa֒ a h jest sta la֒ Plancka.
Przybliżaja֒c N ! wzorem Stirlinga

N ! ≈ NNe−N =

(
N

e

)N

otrzymujemy

Q = Q(N,V, T ) =

(
2πmkBT

h2

) 3N
2
(
V e

N

)N

×

×
[

ωe◦ + ωe1 exp

(

−∆ǫe1
kBT

)

+ ωe2 exp

(

−∆ǫe2
kBT

)

+ . . .

]N

× ωN
n◦

gdzie wk lady oddzielone znakami mnożenia sa֒ odpowiednio wk ladem translacyj-
nym, elektronowym i ja֒drowym. Ponieważ spin ja֒drowy nie zmienia sie֒, zwy-
kle przyjmuje sie֒, że qn = 1. Zauważmy, że do wk ladu translacyjnego w la֒cza
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sie֒ również czynnik kombinatoryczny be֒da֒cy przybliżeniem Stirlinga wyrażenia
1/N !.

Sta֒d można  latwo wyliczyć energie֒ wewne֒trzna֒ i pojemność cieplna֒

U =
3

2
NkBT +N

∆ǫ1ωe1 exp
(

−∆ǫe1
kBT

)

+ ∆ǫ2ωe2 exp
(

−∆ǫe2
kBT

)

+ . . .

ωe◦ + ωe1 exp
(

−∆ǫe1
kBT

)

+ ωe2 exp
(

−∆ǫe2
kBT

)

+ . . .

CV =
3

2
NkB +N

∆ǫ21ωe1 exp
(

−∆ǫe1
kBT

)

+ ∆ǫ22ωe2 exp
(

−∆ǫe2
kBT

)

+ . . .

kBT 2
[

ωe◦ + ωe1 exp
(

−∆ǫe1
kBT

)

+ ωe2 exp
(

−∆ǫe2
kBT

)

+ . . .
]

−N

[

∆ǫ1ωe1 exp
(

−∆ǫe1
kBT

)

+ ∆ǫ2ωe2 exp
(

−∆ǫe2
kBT

)

+ . . .
]2

kBT 2
[

ωe◦ + ωe1 exp
(

−∆ǫe1
kBT

)

+ ωe2 exp
(

−∆ǫe2
kBT

)

+ . . .
]2

Pierwszy wk lad do danej wielkości pochodzi od translacji a drugi od wzbu-
dzeń elektronowych. Drugi wk lad jest zaniedbywalny w przypadku atomów
gazów szlachetnych, be֒da֒cych uk ladami zamknie֒topow lokowymi oraz w przy-
padku wie֒kszości innych atomów, natomiast w przypadku gazów atomów o
niskich energiach wzbudzeń (tlen, fluor, itp.), wk lad ten staje sie֒ istotny,
szczególnie w wyższych temperaturach (zob. przyk lad 1). Z drugiej strony
zatomizowany fluor czy tlen sa֒ bardzo nietrwa lymi uk ladami.

Jeżeli tylko jeden stan wzbudzony atomu ma znacza֒cy udzia l w sumie staty-
stycznej, wzór na pojemność cieplna֒ upraszcza sie֒ do naste֒puja֒cej postaci

CV =
3

2
NkB +N

∆ǫ21ωe◦ωe1 exp
(

−∆ǫe1
kBT

)

kBT 2
[

ωe◦ + ωe1 exp
(

−∆ǫe1
kBT

)]2

9.1.2 Gazy cza֒steczek dwuatomowych heteroja֒drowych

W przypadku cza֒steczek dwuatomowych do wk ladów do energii dochodzi jeszcze
wk lad oscylacyjny i wk lad rotacyjny, tak wie֒c energia cza֒steczki oraz wk lad
pojedynczej cza֒steczki do sumy statystycznej sa֒ dane wzorami

ǫijklm = ǫti + ǫrj + ǫνk + ǫel + ǫnm

q = qtqrqνqeqn

gdzie ǫti, ǫrj , ǫνk, ǫel i ǫnm sa֒ sk ladowymi energii pochodza֒cymi od itego
poziomu translacyjnego, jtego poziomu rotacyjnego, ktego poziomu oscylacyj-
nego, ltego poziomu elektronowego i mtego poziomu ja֒drowego a wielkości q
sa֒ odpowiednimi wk ladami do sumy statystycznej. Należy zwrócić uwage֒, że
wyodre֒bnienie z q wk ladu ja֒drowego i rotacyjnego jest możliwe jedynie dla
cza֒steczek niesymetrycznych, np. HCl, CO, NO. Dla cza֒steczek symetrycznych,
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np. H2 czy O2, wk lady te sa֒ sprze֒żone, ponieważ symetria stanu spinowego
ja֒der musi być komplementarna do symetrii rotacyjnej funkcji falowej. Jeżeli
cza֒steczka sk lada sie֒ z atomów różnych izotopów tego samego pierwiastka (np.
1H2H), jest ona cza֒steczka֒ niesymetryczna֒.

Translacyjny wk lad do sumy statystycznnej. Wk lad ten jest zwia֒zany z
ruchem środka masy cza֒steczki i jest identyczny z tym dla gazu atomowego z
tym, że we wzorze wyste֒puje masa ca lej cza֒steczki (suma mas obu jej atomów,
m1 +m2).

qt =

[
2π(m1 +m2)kBT

h2

] 3
2

V

Ja֒drowy i elektronowy wk lad do sumy statystycznej. Ja֒drowa suma
statystyczna jest, podobnie jak w przypadku gazu z lożonego z atomów, sta la.
Stany ja֒drowe be֒da֒ istotne dla cza֒steczek symetrycznych.

Energia elektronowa jest liczona wzgle֒dem cza֒steczki rozdzielonej na atomy
i jeżeli cza֒steczka wyste֒puje tylko w podstawowym stanie elektronowym jest
równa energii dysocjacji cza֒steczki ze znakiem minus a zatem wk lad elektro-
nowy do sumy statystycznej od pojedynczej cza֒steczki jest równy iloczynowi
degeneracji stanu podstawowego cza֒steczki i czynnika boltzmannowskiego dla
cza֒steczki w minimum energii:

ǫe = ǫe◦ = −De

qe = ωe◦ exp

(
De

kBT

)

Oscylacyjny wk lad do sumy statystycznej. Energia ntego stanu oscyla-
cyjnego jest dana wzorem

ǫn = hν

(

n+
1

2

)

, n = 0, 1, 2, . . .

gdzie ν jest cze֒stościa֒ drgań w lasnych cza֒steczki, która֒ wyliczamy jak podano
w cze֒ści 5. Stany oscylacyjne nie sa֒ zdegenerowane a zatem oscylacyjny wk lad
do sumy statycznej jest równy sumie szeregu geometrycznego:

qν =

∞∑

n=0

a◦r
n

a◦ = exp

(

− hν

2kBT

)

r = exp

(

− hν

kBT

)
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Sta֒d

qν =
exp

(

− hν
2kBT

)

1 − exp
(

− hν
kBT

)

Jeżeli zdefiniujemy charakterystyczna֒ temperature֒ oscylacji jako

Θν =
hν

kB

to wzór na qν przyjmuje prostsza֒ postać

qν =
exp

(
−Θν

2T

)

1 − exp
(
−Θν

T

)

Prawdopodobieństwo znalezienia sie֒ uk ladu w n-tym stanie oscylacyjnym
jest równe

Pn =

exp

[

−Θν(n+ 1
2 )

T

]

qν
=

[

1 − exp

(

−Θν

T

)]

exp

(

−nΘν

T

)

Rotacyjna suma statystyczna. Podobnie jak stany oscylacyjne, stany ro-
tacyjne sa֒ skwantowane. Energia cza֒steczki na Jtym poziomie rotacyjnym jest
równa

ǫJ =
h2

8π2I
J(J + 1) = BJ(J + 1), J = 0, 1, 2 . . .

B =
h2

8π2I

I = µd2

µ =
m1m2

m1 +m2

gdzie I jest momentem bezw ladności cza֒steczki, wzgle֒dem osi prostopad lej do
osi wia֒zania i przechodza֒cej przez środek masy cza֒steczki, µ jest masa֒ zreduko-
wana֒ cza֒steczki, d jest d lugościa֒ wia֒zania, B jest sta la֒ rotacji a J jest kwantowa֒
liczba֒ rotacji.

Stan rotacyjny o kwantowej liczbie rotacji J posiada degeneracje֒ 2J + 1.
Zatem wk lad rotacyjny do sumy statystycznej pochodza֒cy od pojedynczej
cza֒steczki wynosi:

qr =

∞∑

J=0

(2J + 1) exp

[

−BJ(J + 1)

kBT

]

Dla niezbyt niskich temperatru sume֒ można zasta֒pić ca lka֒, otrzymuja֒c
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qr =
T

Θr

Θr =
h2

8π2IkB

Wielkość Θr jest nazywana charakterystyczna֒ temperatura֒ rotacji. Sprawdze-
nie na ile dok ladne jest powyższe przybliżenie sumy statystycznej dla różnych
temperatur jest treścia֒ zadania 6.

Jak wspomniano, powyższy wzór można stosować jedynie dla cza֒steczek nie-
symetrycznych. Dla cza֒steczek symetrycznych nie jest możliwe proste wydzie-
lenie wk ladów ja֒drowego i rotacyjnego do sumy statystycznej.

Prawdopodobieństwo, że cza֒steczka znajduje sie֒ w J tym stanie rotacyjnym
jest równe

PJ =
(2J + 1) exp

[
−Θr

T J(J + 1)
]

qr

Ca lkowita suma statystyczna, średnia energia i pojemność cieplna
gazu cza֒steczek dwuatomowych niesymetrycznych. Z powyższych
rozważań od razu wynika wzór na sume֒ statystyczna֒ gazu N cza֒steczek he-
terodwuja֒drowych.

Q =

[
2π(m1 +m2)kBT

h2

] 3N
2
(
V e

N

)N

×
(
T

Θr

)N

×

× exp
(
−NΘν

2T

)

[
1 − exp

(
−Θν

T

)]N
× ωe◦ exp

(
NDe

kBT

)

× [(2S1 + 1)(2S2 + 1)]N

gdzie S1 i S2 sa֒ spinem ja֒drowym odpowiednio pierwszego i drugiego atomu. Po-
nieważ spiny ja֒drowe nie zmieniaja֒ sie֒ zwykle, podobnie jak dla gazu atomów,
przyjmuje sie֒ konwencje֒, w której qn = 1. Poszczególne wk lady oddzielone
znakiem mnożenia sa֒ odpowiednio wk ladem translacyjnym, rotacyjnym, oscyla-
cyjnym, elektronowym i ja֒drowym. Jeżeli zdefiniujemy

D◦ = De −
1

2
hν

to wyrażenie na Q przyjmie postać

Q =

[
2π(m1 +m2)kBT

h2

] 3N
2
(
V e

N

)N

×
(
T

Θr

)N

×
[

1 − exp

(

−Θν

T

)]−N

×

ωe◦ exp

(
ND◦
kBT

)

× [(2S1 + 1)(2S2 + 1)]N
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Wielkość −D◦ ma sens najniższej wartości energii jaka֒ może osia֒gna֒ć
cza֒steczka i jest energia֒ potencjalna֒ w minimum podwyższona֒ o energie֒ drgań
zerowych, 1

2hν. Trzeci i czwarty wk lad do Q w powyższym wzorze nie sa֒ te-
raz czystym wk ladem oscylacyjnym i elektronowym ponieważ czynnik z zerowa֒
cze֒stościa֒ oscylacji zosta l przeniesiony z wk ladu oscylacyjnego do wk ladu elek-
tronowego.

Różnice֒ pomie֒dzy De i D◦ ilustruje poniższy rysunek, na którym przedsta-
wiono eksperymentalna֒ krzywa֒ dysocjacji cza֒steczki jodu (wzie֒ta֒ z pracy R.D.
Verma, J. Chem. Phys., 3, 738, 1960), z zaznaczonymi wartościami De i D◦.
Różnica pomie֒dzy ich wartościami wynosi De −D◦ = 1, 3 kJ/mol a zatem jest
bardzo ma la w porównaniu z energia֒ dysocjacji (De), która wynosi 149 kJ/mol.

Energia wewne֒trzna oraz pojemność cieplna sa֒ dane wzorami

U =
5

2
NkBT +

Nhν

2
+

Nhν

exp
(

hν
kBT

)

− 1
−NDe

=
5

2
NkBT +

Nhν

exp
(

hν
kBT

)

− 1
−ND◦ =

5

2
NkBT +

NkBΘν

exp
(
Θν

T

)
− 1

−ND◦

CV =
5

2
NkB +NkB

(
hν

kBT

)2 exp
(

hν
kBT

)

[

exp
(

hν
kBT

)

− 1
]2 =

5

2
NkB +NkB

(
Θν

T

)2 exp
(
Θν

T

)

[
exp

(
Θν

T

)
− 1
]2

W powyższych wzorach wk lady 5
2kBT i 5

2kB odpowiednio do energii i po-
jemności cieplnej powsta ly ze zsumowania odpowiednio 3

2kBT i 2
2kBT lub 3

2kB
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i 2
2kB , które odpowiadaja֒ odpowiednio wk ladom translacyjnym i rotacyjnym.

Taki rozk lad jest konsekwencja֒ zasady ekwipartycji energii, ponieważ cza֒steczka
liniowa posiada 3 translacyjne i 2 rotacyjne stopnie swobody a na każdy stopień
swobody przypada wk lad 1

2kBT energii lub 1
2kB do pojemności cieplnej.

9.2 Przyk lady

Przyk lad 1

Energia wzbudzenia atomu fluoru wynosi ∆ǫ = 0, 05 eV (1 eV = 96490,5 J/mol
= 23,06 kcal/mol) a degeneracje stanu podstawowego (3P3/2) i wzbudzonego
(2P1/2) wynosza֒ odpowiednio ω◦ = 4 i ω1 = 2. Jaki u lamek atomów fluoru
znajduje sie֒ w pierwszym elektronowym stanie wzbudzonym w temperaturze
T = 298 K a jaki w temperaturze T = 400 K?

Rozwia֒zanie. Przeliczamy energie֒ wzbudzenia na J/mol, otrzymuja֒c 0, 05×
96590, 5 = 4830 J/mol. Naste֒pnie obliczamy qel i prawdopodobieństwa przeby-
wania w stanie wzbudzonym (równy liczbowo u lamkom wzbudzonych atomów
fluoru) dla obu temperatur. Ponieważ energie sa֒ dane w J/mol, używamy sta lej
gazowej (R).
Dla temperatury T = 298 K:

qel = 4 + 2 exp

(

− 4830

8, 3145 × 298

)

= 4 + 2 × 0, 14235 = 4, 2847

P1 =
0, 2847

4, 2847
= 0, 066 = 6, 6 %

Dla temperatury T = 400 K:

qel = 4 + 2 exp

(

− 4830

8, 3145 × 400

)

= 4 + 2 × 0, 2340 = 4, 4680

P1 =
0, 4680

4, 4680
= 0, 105 = 10, 5 %

Przyk lad 2

Obliczyć energie֒ wewne֒trzna֒ i pojemność cieplna֒ w sta lej obje֒tości 1 mola gazu
atomów fluoru oraz bezwzgle֒dne i wzgle֒dne wk lady translacyjne i elektronowe
do tych wielkości w temperaturze T = 400 K. Wartość energii wzbudzenia oraz
degeneracje stanu podstawowego i stanu wzbudzonego sa֒ podane w przyk ladzie
1.
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Rozwia֒zanie. Wk lad translacyjny do energii i pojemności cieplnej wyraża sie֒
jak dla gazu doskona lego. Dla 1 mola mamy

Ut =
3

2
nRT =

3

2
× 1 × 8, 3145 × 400 = 4989 J

CV t =
3

2
nR =

3

2
× 1 × 8, 3145 = 12, 47 J/K

Do obliczenia wk ladu elektronowego do energii wewne֒trznej wykorzystujemy
wyniki z drugiej cze֒ści przyk ladu 1.

Ue = n
∆ǫ1ω1 exp

(
−∆ǫ1

RT

)

qe
= 1 × 4830 × 2 × 0, 2340

4, 4680
= 506 J

Ponieważ fluor ma tylko jeden stan wzbudzony o wzgle֒dnie niskiej energii,
możemy do obliczenia pojemności cieplnej wykorzystać wzór podany w cze֒ści
teoretycznej dla tego w laśnie przypadku.

CV e = n
∆ǫ21ω◦ω1 exp

(
−∆ǫ1

RT

)

RT 2q2e
= 1 × 48302 × 4 × 2 × 0, 2340

8, 3145 × 4002 × 4, 46802
= 1, 64 J/K

Ca lkowita energia i pojemność cieplna wynosza֒ odpowiednio

U = Ut + Ue = 4989 + 506 = 5495 J = 1, 31 kcal

CV = CV t + CV e = 12, 47 + 1, 64 = 14, 11 J/K = 3, 37 cal/K

Udzia l wk ladu elektronowego w energii wewne֒trznej wynosi 506/5495 =
9,2 % a udzia l wk ladu elektronowego w pojemności cieplnej wynosi 1,64/14,11
= 11,6 %.

Przyk lad 3

Obliczyć cze֒stość drgań normalnych, moment bezw ladności oraz charaktery-
styczne temperatury rotacji i oscylacji dla cza֒steczki 1H35Cl. D lugość wia֒zania
H-Cl wynosi 1,29 Å a sta la si lowa tego wia֒zania wynosi 490 N/m.

W pierwszym kroku obliczamy cze֒stość drgań normalnych (oraz niezbe֒dna֒ do
tych obliczeń mase֒ zredukowana֒) w podobny sposób, w jaki to by lo liczone w
zadaniach z tematu 5.

µ =
m1 ×m2

m1 +m2
=

1 × 35

1 + 35
=

35

36
= 0, 9722 g/mol = 1, 6145 × 10−27 kg

ν =
1

2π

√

k

µ
=

1

2 × 3, 14159

√
490

1, 6145 × 10−27
= 8, 7680 × 1013 1/s
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W kolejnym kroku obliczamy moment bezw ladności. Do tego celu wyrażamy
jednostke֒ d lugości wia֒zania H-Cl w metrach.

I = µd2 = 1, 6145 × 10−27 ×
(
1, 29 × 10−10

)2
= 2, 6867 × 10−47 kg × m2

Ostatnimi wielkościami do policzenia w tym zadaniu sa֒ charakterystyczne tem-
peratury oscylacji i rotacji. Wyrażaja֒ sie֒ one naste֒puja֒cymi wzorami.

Θν =
hν

kB
=

6, 63 × 10−34 × 8, 7680 × 1013

1, 38 × 10−23
= 4212, 4 K

Θr =
h2

8π2IkB
=

(
6, 63 × 10−34

)2

8 × 3, 141592 × 2, 6867 × 10−47 × 1, 38 × 10−23
= 15 K

Przyk lad 4

Obliczyć prawdopodobnieństwo znalezienia sie֒ cza֒steczki 1H35Cl w temperatu-
rze T=298 K:

1. Na pierwszym wzbudzonym poziomie oscylacyjnym (n = 1),

2. Na wszystkich wzbudzonych poziomach oscylacyjnym (n > 0),

3. Na pierwszym wzbudzonym poziomie rotacyjnym (o liczbie kwantowej J =
1),

4. Na wszystkich wzbudzonych poziomach rotacyjnych (J > 0).

Do wykonania obliczeń w tym przyk ladzie wykorzystamy obliczone w po-
przednim przyk ladzie charakterystyczne temperatury oscylacji i rotacji dla
cza֒steczki 1H35Cl. Θν = 4212,4 K, Θrot = 15 K. Prawdopodobieństwo znale-
zienia cza֒steczki na pierwszym poziomie oscylacyjnym wyrażaja֒ sie֒ poniższymi
wzorami (zob. też wyprowadzenie w cze֒ści teoretycznej).

Pn =
exp

[(
−Θν

T

) (
n+ 1

2

)]

qν

qν =
exp

(
−Θν

2T

)

1 − exp
(
−Θν

T

)

Pn =
exp

[(
−Θν

T

) (
n+ 1

2

)]

exp(−Θν
2T )

1−exp(−Θν
T )

= exp

(

−nΘν

T

)[

1 − exp

(

−Θν

T

)]

P1 = exp

(

−1 × 4212, 4

298

)[

1 − exp

(

−4212, 4

298

)]

= 7 × 10−7
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Aby obliczyć prawdopodobieństwo znalezienia cza֒steczki na wszystkich wzbu-
dzonych poziomach oscylacyjnych wystarczy wykorzystać zależność, iż wartość
tego prawdopodobieństwa be֒dzie równa oscylacyjnej sumie statystycznej po-
mniejszonej o prawdopodobieństwo znalezienia cza֒steczki na podstawowym po-
ziomie oscylacyjnym (n = 0).

Pn>0 = 1 − P0 = 1 − exp

(

−0 × Θν

T

)[

1 − exp

(

−Θν

T

)]

= exp

(

−Θν

T

)

= exp

(

−4212, 4

298

)

= 7 × 10−7

Przy okazji otrzymalísmy użyteczny i prosty wzór na prawdopodobieństwo
znalezienia sie֒ uk ladu w którymkolwiek ze wzbudzonych stanów oscylacyjnych.
Wk lad ten jest równy czynnikowi boltzmannowskiemu obliczonemu dla kwantu
energii odpowiadaja֒cemu cze֒stości drgań cza֒teczki.

Prawdopodobieństwo znalezienia cza֒steczki na pierwszym poziomie rotacyj-
nym oraz rotacyjna suma statystyczna wyrażaja֒ sie֒ poniższymi wzorami.

PJ =
exp

[(
−Θrot

T

)
(J + 1) J

]
(2J + 1)

qrot

qrot ≈
T

Θrot
=

298

15
= 19, 8667

P1 =
exp

[(
− 15

298

)
(1 + 1) 1

]
(2 × 1 + 1)

19, 8667
=

2, 7127

19, 8667
= 0, 14

Prawdopodobieństwo znalezienia cza֒steczki na wszystkich wzbudzonych po-
ziomach rotacyjnych można obliczyć w analogiczny sposób, jak prawdopodo-
bieństwo znalezienia cza֒steczki na wszystkich wzbudzonych poziomach oscyla-
cyjnych, z ta֒ różnica֒, że w naste֒pnym kroku obliczymy prawdopodobieństwo
znalezienia cza֒steczki na podstawowym poziomie rotacyjnym (J=0).

PJ>0 = 1 − P0 = 1 − (2 × 0 + 1)
exp

[
−Θr

T 0(0 + 1)
]

qr
≈ 1 − Θr

T
=
T − Θr

T

PJ>0 =
298 − 15

298
= 0, 95

Przy okazji otrzymalísmy prosty wzór na prawdopodobieństwo znalezienia
sie֒ uk ladu w którymkolwiek wzbudzonym stanie rotacyjnym. Wzór ten jest
s luszny jedynie dla przybliżenia wysokotemperaturowego (T >> Θr).
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9.3 Zadania

Zadanie 1

Obliczyć u lamki atomów litu w pierwszym i drugim stanie wzbudzonym w tem-
peraturze wrzenia tego metalu (t = 1330◦C). Degeneracja stanu podstawowego
atomu litu wynosi ω◦ = 2 (term 2S1/2) a degeneracje i energie pierwszego i dru-
giego stanu wzbudzonego wynosza֒ odpowiednio ω1 = 2, ∆ǫ1 = 1, 85 eV (term
2P1/2), ω2 = 4, ∆ǫ2 = 1, 85 eV (term 2P3/2).

Odpowiedź: x1 = P1 = 1, 5 × 10−6, x2 = P2 = 3, 0 × 10−6.

Zadanie 2

Obliczyć energie֒ i pojemność cieplna֒ w sta lej obje֒tości 1 mola atomowej cyny w
fazie gazowej w temperaturze T = 2000 K oraz bezwzgle֒dny i wzgle֒dny wk lad
elektronowy do tych wielkości. Degeneracja poziomu podstawowego wynosi
ω0 = 1 (term 3P0), degeneracja i wzgle֒dna energia pierwszego stanu wzbu-
dzonego wynosi ω1 = 3, ∆ǫ1 = 20, 2 kcal/mol (term 3D1) a energie wyższych
stanów wzbudzonych sa֒ na tyle wysokie, że stany te można zaniedbać w sumie
statystycznej.

Odpowiedź: U = 26, 488 kJ, Ue = 1, 544 kJ (5,9 %); CV = 16, 32 J/K,
CV e = 3, 85 J/K (23,5 %).

Zadanie 3

Obliczyć cze֒stości drgań normalnych, momenty bezw ladności oraz charaktery-
styczne temperatury rotacji i oscylacji naste֒puja֒cych cza֒steczek:

1. 1H2H (dHH = 0,74 Å, k = 550 N/m),

2. 14N16O (dNO = 1,15 Å, k = 1570 N/m),

3. 35Cl37Cl (dClCl = 1,99 Å, k = 320 N/m).

Odpowiedź:

1. ν1H2H = 1, 1218 × 1014 1/s, I1H2H = 6, 0624 × 10−48kg × m2, Θ
1H2H
ν =

5386, 4 K, Θ
1H2H
r = 66, 5 K;

2. νNO = 5, 6634 × 1013 1/s, INO = 1, 6398 × 10−46 kg×m2, ΘNO
ν = 2719, 3

K, ΘNO
r = 2, 45 K;

3. ν35Cl37Cl = 1, 6474 × 1013 1/s, I35Cl37Cl = 1, 1828 × 10−45kg × m2,

Θ
35Cl37Cl
ν = 791, 0 K, Θ

35Cl37Cl
r = 0, 34 K.
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Zadanie 4

Nie prowadza֒c żadnych obliczeń uszeregować naste֒puja֒ce temperatury oscyla-
cyjne i rotacyjne:

ΘH2
ν , ΘH2

r , ΘCl2
ν , ΘCl2

r , ΘHCl
ν , ΘHCl

r .

Odpowiedź: ΘCl2
r < ΘHCl

r < ΘH2
r < ΘCl2

ν < ΘHCl
ν < ΘH2

ν

Zadanie 5

Korzystaja֒c z wartości charakterystycznych temperatur oscylacji i rotacji
cza֒steczki 35Cl37Cl obliczonych w zadaniu 3, obliczyć prawdopodobieństwo zna-
lezienia sie֒ tej cza֒steczki w temperaturze T = 404 K:

1. Na pierwszym wzbudzonym poziomie oscylacyjnym (n = 1),

2. Na wszystkich wzbudzonych poziomach oscylacyjnych (n > 0),

3. Na pierwszym wzbudzonym poziomie rotacyjnym (o liczbie kwantowej J =
1),

4. Na wszystkich wzbudzonych poziomach rotacyjnych (J > 0).

Odpowiedź:

1. P (n = 1) = 0, 12;

2. P (n > 0) = 0, 14;

3. P (J = 1) = 0, 0025;

4. P (J > 0) = 0, 9992.

Zadanie 6*

Obliczyć z definicji sume֒ statystyczna֒ po stanach rotacyjnych HCl dla tempe-
ratury:

1. T = Θr,

2. T = 2Θr,

3. T = 10Θr (temperatura wysoka).

Jako kryterium zakończenia sumowania wyrazów przyja֒ć, że kolejny wk lad do
sumy jest mniejszy niż 0,0001. Obliczone sumy porównać z wartościami z przy-
bliżenia wysokotemperaturowego q = T/Θr.



ROZDZIA L 9. GAZY ATOMOWE I CZA֒STECZKOWE 131

Odpowiedź:

1. T = Θr, qr = 1, 42 (z wzoru przybliżonego qr ≈ 1);

2. T = 2Θr, qr = 2, 37 (z wzoru przybliżonego qr ≈ 2);

3. T = 10Θr, qr = 10, 34 (z wzoru przybliżonego qr ≈ 10).



Rozdzia l 10

Mechanika statystyczna

gazów cza֒steczek

dwuatomowych

homoja֒drowych oraz gazów

cza֒steczek wieloatomowych.

Obliczanie efektów

energetycznych reakcji

chemicznych w fazie

gazowej

10.1 Wste֒p teoretyczny

10.1.1 Cza֒steczki homodwuja֒drowe

W poprzedniej cze֒ści rozważalísmy cza֒steczki dwuatomowe niesymetryczne, tj.
utworzone albo z atomów różnych pierwiastków (np. HCl) albo różnych izo-
topów tego samego pierwiastka (np. 1H2H). Jak w każdym innym przypadku,
punktem wyj́scia do teoretycznego badania w laściwości gazów cza֒steczkowych
jest obliczenie sumy statystycznej. Jeżeli cza֒steczki oddzia luja֒ ze soba֒ s labo,
energia uk ladu jest suma֒ energii poszczególnych cza֒steczek a energie֒ każdej
cza֒steczki można przedstawić w postaci sumy sk ladowych:

132
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ǫijklm = ǫti + ǫrj + ǫνk + ǫel + ǫnm

gdzie ǫti, ǫrj , ǫνk, ǫel i ǫnm sa֒ sk ladowymi energii pochodza֒cymi od itego po-
ziomu translacyjnego, jtego poziomu rotacyjnego, ktego poziomu oscylacyjnego,
ltego poziomu elektronowego i mtego poziomu ja֒drowego.

Jak pokazano w poprzedniej cze֒ści, suma statystyczna uk ladu N nieod-
dzia luja֒cych cza֒steczek (Q) w przybliżeniu wysokotemperaturowym może być
wyrażona poprzez sumy po stanach jednej cza֒steczki (q).

Q =
1

N !
qN

q =
∑

ijklm

exp

(

−ǫijklm
kBT

)

W przypadku cza֒steczek heterodwuja֒drowch suma po stanach translacyj-
nych, rotacyjnych, oscylacyjnych, elektronowych i ja֒drowych wyraża la sie֒ jako
iloczyn sum po poszczególnych rodzajach stanów i można by lo napisać

q = qtqrqνqeqn

gdzie poszczególne czynniki sa֒ odpowiednio translacyjna֒, rotacyjna֒, oscylacyjna֒,
elektronowa֒ i ja֒drowa֒ suma֒ statystyczna֒ cza֒steczki. W przypadku cza֒steczek
symetrycznych można ca ly czas wyodre֒bnić wszystkie sk ladowe oprócz rotacyj-
nej i ja֒drowej.

q = qtqrnqνqe

gdzie qrn jest wk ladem rotacyjno-ja֒drowym. Ta różnica jest spowodowana sy-
metria֒ cza֒steczek homodwuja֒drowych która powoduje, że w sumowaniu dopusz-
czalne sa֒ tylko te stany, gdzie symetria ca lkowitej funkcji falowej jest zgodna
z charakterem atomów tworza֒cych cza֒steczke֒. Jeżeli ja֒dra atomowe maja֒
spin po lówkowy (np. ja֒dra ,,zwyk lego” atomu wodoru, 1H), sa֒ one fermio-
nami i ca lkowita funkcja falowa musi być antysymetryczna (zmieniać znak)
po przestawieniu ja֒der. Z kolei jeżeli ja֒dra maja֒ spin ca lkowity (np. ja֒dra
,,zwyk lego” izotopu we֒gla 12C), ich ca lkowita funkcja falowa musi być syme-
tryczna wzgle֒dem przestawienia ja֒der. Zatem w przypadku ja֒der o spinie
nieca lkowitym ca lkowita funkcja falowa musi być antysymetryczna a w przy-
padku ja֒der o spinie ca lkowitym musi być symetryczna. Oznacza to, że dla ja֒der
o nieca lkowitym spinie parzyste liczby spinowe [których dla spinu ja֒drowego
równego S jest (S + 1)(2S + 1)] musza֒ być kojarzone z nieparzystymi liczbami
rotacyjnymi (J) a nieparzyste liczby spinowe [których jest S(2S + 1)] z parzy-
stymi liczbami rotacyjnymi. Z kolei dla ja֒der o ca lkowitym spinie nieparzyste
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liczby spinowe [których jest (S + 1)(2S + 1)] musza֒ być kojarzone z nieparzy-
stymi J a parzyste [których jest S(2S+1)] z parzystymi J . Zatem qrn przyjmuje
postać:

qrn =







S(2S + 1)
∑

J
parzyste

(2J + 1) exp

[

−J(J + 1)Θr

T

]

+

(S + 1)(2S + 1)
∑

J

nieparzyste

(2J + 1) exp

[

−J(J + 1)Θr

T

]

S niecalkowita

(S + 1)(2S + 1)
∑

J
parzyste

(2J + 1) exp

[

−J(J + 1)Θr

T

]

+

S(2S + 1)
∑

J

nieparzyste

(2J + 1) exp

[

−J(J + 1)Θr

T

]

S calkowita

gdzie Θr jest charakterystyczna֒ temperatura֒ rotacji cza֒steczki. W niezbyt ni-
skich temperaturach obsadzone sa֒ przede wszystkim wzbudzone stany rotacyjne
a ponieważ wk lady do sum po parzystych i nieparzystych J wyrównuja֒ sie֒ w
miare֒ wzrostu J , wartości sum po parzystych i nieparzystych J sa֒ w przybliżeniu
takie same i równe po lowie wartości sumy po wszystkich J .

∑

J
parzyste

(2J + 1) exp

[

−J(J + 1)Θr

T

]

≈
∑

J

nieparzyste

(2J + 1) exp

[

−J(J + 1)Θr

T

]

≈ 1

2

∑

wszystkie J

(2J + 1) exp

[

−J(J + 1)Θr

T

]

Sta֒d

qrn ≈ [S(2S + 1) + (S + 1)(2S + 1)]
1

2

∑

J

(2J + 1) exp

[

−J(J + 1)Θr

T

]

=

(2S + 1)2
T

2Θr
= qn

T

σΘr
= qnqr

gdzie qn = (2S + 1)2 jest degeneracja֒ stanu podstawowego ja֒dra czyli ja֒drowa֒
suma֒ statystyczna֒ a σ = 2 jest liczba֒ symetrii cza֒steczki. Liczba symetrii
jest liczba֒ nieprzywiedlnych operacji symetrii niezmieniaja֒cych cza֒steczki. W
przypadku cza֒steczki dwuatomowej jest to albo obrót o 0◦ albo o 180◦ wokó l
osi przechodza֒cej przez środek cza֒steczki i prostopad lej do osi wia֒zania. Dla
symetrycznych cza֒steczek wieloatomowych liczba symetrii może być duża; np.
wynosi ona 12 dla cza֒steczki metanu. W przybliżeniu wysokotemperaturowym
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rotacyjno-ja֒drowa suma statystyczna cza֒steczki symetrycznej wyraża sie֒ zatem
w postaci iloczynu sumy ja֒drowej i sumy rotacyjnej skorygowanej o liczbe֒ syme-
trii. Ta regu la przenosi sie֒ na symetryczne cza֒steczki wieloatomowe. Wielkość
qr = T

σΘr
jest skorygowana֒ o liczbe֒ symetrii rotacyjna֒ suma֒ statystyczna֒.

Suma statystyczna cza֒steczek dwuja֒drowych przyjmuje zatem naste֒puja֒ca֒
postać:

Q =

[
2π(m1 +m2)kBT

h2

] 3N
2
(
V e

N

)N

×
(

T

σΘr

)N

×

exp
(
−NΘν

2T

)

[
1 − exp

(
−Θν

T

)]N
× ωN

e◦ exp

(
NDe

kBT

)

=

[
2π(m1 +m2)kBT

h2

] 3N
2
(
V e

N

)N

×
(

T

σΘr

)N

×
[

1 − exp

(

−Θν

T

)]−N

×

ωN
e◦ exp

(
ND◦
kBT

)

gdzie Θν jest charakterystyczna֒ temperatura֒ oscylacji, De jest energia֒ dyso-
cjacji cza֒steczki a D◦ = De − 1

2hν jest jej energia֒ dysocjacji skorygowana֒ o
energie֒ drgań zerowych. We wzorze, zgodnie z przyje֒ta֒ konwencja֒, pominie֒to
degeneracje֒ stanów spinowych ja֒der atomowych.

Energia wewne֒trzna oraz pojemność cieplna sa֒ dane takimi samymi wzorami,
jak w przypadku cza֒steczek heterodwuja֒drowych.

U =
5

2
NkBT +

Nhν

2
+

Nhν

exp
(

hν
kBT

)

− 1
−NDe

=
5

2
NkBT +

Nhν

exp
(

hν
kBT

)

− 1
−ND◦ =

5

2
NkBT +

NkBΘν

exp
(
Θν

T

)
− 1

−ND◦

CV =
5

2
NkB +

N (hν)
2

exp
(

hν
kBT

)

kBT 2
[

exp
(

hν
kBT

)

− 1
]2 =

5

2
NkB +NkB

(
Θν

T

)2 exp
(
Θν

T

)

[
exp

(
Θν

T

)
− 1
]2

W powyższych wzorach wk lady 5
2kBT i 5

2kB odpowiednio do energii i po-
jemności cieplnej powsta ly ze zsumowania odpowiednio 3

2kBT i 2
2kBT lub 3

2kB
i 2
2kB , które odpowiadaja֒ odpowiednio wk ladom translacyjnym i rotacyjnym, co

wynika wprost z zasady ekwipartycji (równego podzia lu) energii ( 1
2kBT średniej

energii na każdy stopnień swobody).

10.1.2 Cza֒steczki wieloatomowe

W stosunku do cza֒steczek dwuatomowych podstawowa֒ różnica֒ jest wk lad osty-
lacyjny, ponieważ dla n-atomowej cza֒steczki liniowej wyste֒puje 3n−5 a nielinio-
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wej 3n− 6 drgań normalnych, co pocia֒ga za soba֒ bardziej rozbudowany wk lad
oscylacyjny do sumy statystycznej.

qν =
α∏

i=1

exp
(

− hνi

2kBT

)

1 − exp
(

− hνi

kBT

)

gdzie α = 3n − 5 dla cza֒steczek liniowych i α = 3n − 6 dla cza֒steczek nielinio-
wych.

Wk lad rotacyjny w przypadku liniowych cza֒steczek wieloatomowych
wygla֒da podobnie, jak dla cza֒steczek dwuatomowych z tym, że moment
bezw ladności należy liczyć wtedy z wzoru

I =

n∑

i=1

mi (xi − xCM )
2

xCM =

n∑

i=1

mixi

n∑

i=1

mi

gdzie mi jest masa֒ itego atomu a xi jego po lożeniem na osi cza֒steczki.
W przypadku cza֒steczek nieliniowych moment bezw ladności jest tensorem,

który reprezentuje sie֒ w postaci macierzy o 3 wierszach i 3 kolumnach. Poprzez
diagonalizacje֒ tej macierzy otrzymuje sie֒ 3 osie g lówne tensora, A, B i C oraz
zwia֒zane z nimi 3 wartości momentu bezw ladności w kierunkach tych osi.

I =










n∑

i=1

r2i − (xi − xCM )
2

n∑

i=1

(xi − xCM ) (yi − yCM )
n∑

i=1

(xi − xCM ) (zi − zCM )

n∑

i=1

(yi − yCM ) (xi − xCM )
n∑

i=1

r2i − (yi − yCM )
2

n∑

i=1

(yi − yCM ) (zi − zCM )

n∑

i=1

(zi − zCM ) (xi − xCM )
n∑

i=1

(zi − zCM ) (yi − yCM )
n∑

i=1

r2i − (zi − zCM )
2










=

(
VA VB VC

)





IA
IB

IC




(
VA VB VC

)T

gdzie xi, yi, zi sa֒ wspó lrze֒dnymi itego atomu, xCM , yCM i zCM sa֒
wspó lrze֒dnymi środka masy cza֒steczki, ri jest odleg lościa֒ itego atomu od środka
masy, IA, IB , IC sa֒ momentami bezw ladności w kierunkach osi g lównych A, B
i C a VA, VB i VC wyznaczaja֒ kierunki tych osi.



ROZDZIA L 10. GAZY CZA֒STECZKOWE CZ. 2, ENERGIE REAKCJI 137

xCM =

n∑

i=1

mixi

m
, yCM =

n∑

i=1

miyi

m
, zCM =

n∑

i=1

mizi

m

ri =

√

(xi − xCM )
2

+ (yi − yCM )
2

+ (zi − zCM )
2

m =
n∑

i=1

mi

gdzie m jest masa֒ cza֒steczki. Osie g lówne oraz zwia֒zane z nimi momenty
bezw ladności ilustruje poniższy rysunek.

W przypadku cza֒steczek nieliniowych wk lad rotacyjny do sumy statystycznej
(skorygowany o liczbe֒ symetrii) jest dany wzorem

qr =

√
π

σ

√

8π2IAkBT

h2

√

8π2IBkBT

h2

√

8π2ICkBT

h2
=

√
π

σ

√

T 3

ΘAΘBΘC

gdzie ΘA, ΘB i ΘC sa֒ charakterystycznymi temperaturami rotacji danymi wzo-
rem

ΘX =
8π2IXkB

h2

gdzie X oznacza A, B lub C.
Suma statystyczna gazu N cza֒steczek wieloatomowych jest dana wzorem
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Cza֒steczki liniowe:

Q =

(
2πmkBT

h2

) 3N
2
(
V e

N

)N

×
(

T

σΘr

)N

×
[
3n−5∏

i=1

exp
(
−Θνi

2T

)

1 − exp
(
−Θνi

T

)

]N

× ωN
e◦ exp

(
NDe

kBT

)

=

(
2πmkBT

h2

) 3N
2
(
V e

N

)N

×
(

T

σΘr

)N

×
{

3n−5∏

i=1

[

1 − exp

(

−Θνi

T

)]}−N

×

ωN
e◦ exp

(
ND◦
kBT

)

Cza֒steczki nieliniowe:

Q =

(
2πmkBT

h2

) 3N
2
(
V e

N

)N

×
(√

π

σ

)N (
T 3

ΘAΘBΘC

)N
2

×
[
3n−6∏

i=1

exp
(
−Θνi

2T

)

1 − exp
(
−Θνi

T

)

]N

× ωN
e◦ exp

(
NDe

kBT

)

=

(
2πmkBT

h2

) 3N
2
(
V e

N

)N

×
(√

π

σ

)N (
T 3

ΘAΘBΘC

)N
2

×
{

3n−6∏

i=1

[

1 − exp

(

−Θνi

T

)]}−N

× ωN
e◦ exp

(
ND◦
kBT

)

gdzie m oznacza mase֒ cza֒steczki.
Energie֒ wewne֒trzna֒ i pojemność cieplna֒ można dla obu rodzajów cza֒steczek

wyrazić jednym wzorem, w którym f = 5 dla cza֒steczek liniowych i f = 6
dla cza֒steczek nieliniowych, zaś α = 3n − f . Wielkość f jest liczba֒ stopni
swobody cza֒steczki jako ca lości; cza֒steczki liniowe maja֒ k = 5 stopni swobody
(3 translacyjne i 2 rotacyjne) a cza֒steczki nieliniowe k = 6 stopni swobody (3
translacyjne i 3 rotacyjne, ponieważ wyste֒puja֒ tutaj 3 osie obrotu).
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U =
f

2
NkBT +

Nhν

2
+N

α∑

i=1

hνi

exp
(

hνi

kBT

)

− 1
−NDe

=
f

2
NkBT +N

α∑

i=1

hνi

exp
(

hνi

kBT

)

− 1
−ND◦

=
f

2
NkBT +

α∑

i=1

Θνi

exp
(
Θνi

T

)
− 1

−ND◦

CV =
f

2
NkB +N

α∑

i=1

(hνi)
2

exp
(

hνi

kBT

)

kBT 2
[

exp
(

hνi

kBT

)

− 1
]2

=
f

2
NkB +NkB

α∑

i=1

(
Θνi

T

)2 exp
(
Θνi

T

)

[
exp

(
Θνi

T

)
− 1
]2

Umieja֒c obliczać energie gazów atomowych i cza֒steczkowych możemy obli-
czać efekty energetyczne reakcji chemicznych w fazie gazowej, co jest cze֒ścia֒ tego
ćwiczenia. Z kolei z sum statystycznych można obliczyć zmiane֒ energii swobod-
nej, entropii, potencja lu chemicznego oraz sta le równowag reakcji chemicznych.
To ostatnie zagadnienie be֒dzie treścia֒ naste֒pnego ćwiczenia.

10.2 Przyk lady

Przyk lad 1

Obliczyć energie֒ wewne֒trzna֒ i pojemność cieplna֒, podaja֒c wk lad translacyjny,
rotacyjny i elektronowy do tych wielkości, 1 mola gazowego jodu cza֒steczkowego
w temperaturze T = 400 K. Jak istotny jest wk lad oscylacyjny do pojemności
cieplnej? Liczba falowa drgań cza֒steczki jodu wynosi ν = 214 cm−1 a skory-
gowana o energie֒ drgań zerowych energia dysocjacji jodu wynosi D◦ = 35, 6
kcal/mol.

Rozwia֒zanie: Zgodnie z rozważaniami z cze֒ści teoretycznej, energia n moli
gazowego jodu dana jest poniższym wzorem, w którym zaznaczono poszczególne
wk lady do energii. Trzeba pamie֒tać, że R = NAkB a energia dysocjacji, De, jest
przeliczona na 1 mol gazu.

E =

translacyjny
︷ ︸︸ ︷

3n

2
RT +

rotacyjny
︷ ︸︸ ︷

nRT +

oscylacyjny
︷ ︸︸ ︷

1

2
nRΘν +

nRΘν

exp Θν

T − 1
+

elektronowy
︷ ︸︸ ︷

−nDe

Z danych zadania obliczamy wyste֒puja֒ce w równaniu wielkości.
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Θν =
hν

kB
=
hcν

kB
=

6, 626 × 10−34 × 3 × 108 × 2, 14 × 104

1, 381 × 10−23
= 308, 0 K

De = D◦ +
1

2
RΘν = 35, 6 × 4184 +

1

2
× 8, 3145 × 308, 0 = 150231 J/mol

Naste֒pnie obliczamy poszczególne sk ladowe energii oraz ca lkowita֒ energie֒.

Et = 1 × 1, 5 × 8, 3145 × 400 = 4989 J = 5, 0 kJ

Er = 1 × 8, 3145 × 400 = 3326 J = 3, 3 kJ

Eν = 1 × 0, 5 × 8, 3145 × 308, 0 +
8, 3145 × 308, 0

exp
(
308,0
400

)
− 1

= 3489 J = 3, 5 kJ

Ee = −1 × 150231 = −150231 J = −150, 1 kJ

E = Et + Er + Eν + Ee = 4989 + 3326 + 3489 − 150231 =

−138427 J = −138, 4 kJ = −33, 1 kcal

Jak widać, wk lady translacyjny, rotacyjny i oscylacyjny w bardzo niewiel-
kim stopniu zmieniaja֒ energie֒ gazowego jodu w stosunku do wyznaczonej
doświadczalnie energii dysocjacji 1 mola gazowego jodu cza֒steczkowego, równej
-35,6 kcal.

Podobnie poste֒pujemy przy obliczaniu pojemności cieplnej.

CV =

translacyjny
︷ ︸︸ ︷

3n

2
R +

rotacyjny
︷︸︸︷

nR +

oscylacyjny
︷ ︸︸ ︷

nR

(
Θν

T

)2 exp
(
Θν

T

)

(
exp

(
Θν

T

)
− 1
)2

CV t = 1 × 1, 5 × 8, 3145 = 12, 47 J/K

CV r = 1 × 8, 3145 = 8, 31 J/K

CV ν = 1 × 8, 3145

(
308, 0

400

)2 exp
(
308,0
400

)

[
exp

(
308,0
400

)
− 1
]2 = 7, 92 J/K

CV = CV t + CV r + CV ν = 12, 47 + 8, 31 + 7, 92 = 28, 70 J/K

Przyk lad 2

Obliczyć energie֒ wewne֒trzna֒ i pojemność cieplna֒ 1 mola czterochlorku we֒gla
w temperaturze T = 500 K. Wyszczególnić wk lad translacyjny, rotacyjny, oscy-
lacyjny oraz elektronowy. Temperatury oscylacyjne tego zwia֒zku wynosza֒ od-
powiednio Θν1 = Θν2 = 310 K, Θν3 = Θν4 = Θν5 = 450 K, Θν6 = 660 K,
Θν7 = Θν8 = Θν9 = 1120 K a skorygowana o energie֒ drgań zerowych energia
dysocjacji cza֒steczki na atomy wynosi D◦ = 308, 8 kcal/mol.
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Rozwia֒zanie: Procedura rozwia֒zywania zadania z tego przyk ladu jest po-
dobna do tej z przyk ladu pierwszego. Należy tylko pamie֒tać, że wk lady oscy-
lacyjne maja֒ 9 komponentów a wk lady rotacyjne odpowiadaja֒ obrotom wokó l
trzech a nie dwóch osi. Dla jasności wywodu be֒da֒ od razu podane poszczególne
sk ladowe energii i pojemności cieplnej. Nie zaznaczono również mnożenia przez 1
mol. W obliczaniu energii oscylacyjnej najpierw zsumowano wk lady pochodza֒ce
od drgań zerowych, ponieważ sa֒ one używane również w obliczeniu czystej ener-
gii dysocjacji z D◦.

Et = Er =
3

2
RT = 1, 5 × 8, 3145 × 500 = 6236 J = 6, 2 kJ

Eν =
R

2

9∑

i=1

Θνi +R

9∑

i=1

Θνi

exp
(
Θνi

T

)
− 1

=

8, 3145

2
(2 × 310 + 3 × 450 + 660 + 3 × 1120) +

R×
(

2 × 310

exp
(
310
500

)
− 1

+ 3 × 450

exp
(
450
500

)
− 1

+

660

exp
(
660
500

)
− 1

+ 3 × 1120

exp
(
1120
500

)
− 1

)

= 24902 + 19021 = 43923 J = 4, 4 kJ

Ee = −D◦ −
R

2

9∑

i=1

Θνi = −308, 8 × 4184 − 24902 = −1316921 J = −1316, 9 kJ =

−314, 8 kcal

E = Et + Er + Eν + Ee = 6236 + 6236 + 43923 − 1316921 =

−1260526 J = −1260, 5 kJ = −301, 3 kcal

Wk lady do pojemności cieplnej oraz sama֒ pojemność cieplna֒ liczymy podob-
nie.

CV t = CV r =
3

2
R = 1, 5 × 8, 3145 = 12, 47 J/K

CV ν = R

9∑

i=1

(
Θνi

T

)2 exp
(
Θνi

T

)

[
exp

(
Θνi

T

)
− 1
]2 =

8, 3145

{

2 ×
(

310

500

)2 exp
(
310
500

)

[
exp

(
310
500

)
− 1
]2 + 3 ×

(
450

500

)2 exp
(
450
500

)

[
exp

(
400
500

)
− 1
]2 +

(
660

500

)2 exp
(
660
500

)

[
exp

(
660
500

)
− 1
]2 + 3 ×

(
1120

500

)2 exp
(
1120
500

)

[
exp

(
1120
500

)
− 1
]2

}

= 63, 33 J/K

CV = CV t + CV r + CV ν = 12, 47 + 12, 47 + 63, 33 = 88, 27 J/K
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Przyk lad 3

Wyprowadzić wyrażenie i obliczyć różnice֒ energii w wyniku reakcji dysocjacji
1 mola gazowego jodu w temperaturze T = 200◦C. Energia wzbudzenia atomu
jodu wynosi 21,7 kcal/mol, zatem udzia l stanów wzbudzonych w energii atomo-
wego jodu moża w tej temperaturze zaniedbać.

I2 = 2I

Podać wk lad translacyjny, rotacyjny, oscylacyjny i elektronowy do tej różnicy.
Oscylacyjna temperatura charakterystyczna cza֒steczki jodu wynosi Θν = 308
K a wartość skorygowanej o oscylacje zerowe energii dysocjacji cza֒steczki jodu
wynosi D◦ = 35, 6 kcal/mol.

Rozwia֒zanie: Pierwszym krokiem jest zdefiniowanie różnicy energii jako
różnicy energii produktów i substratów.

∆E = Ep − Es = 2EI − EI2

W powyższym równaniu EI2 jest energia֒ 1 mola jodu cza֒steczkowego a EI

energia֒ 1 mola jodu atomowego. Aby dokonać bilansu energii i jej sk ladowych,
najlepiej jest utworzyć tabelke֒ jak niżej.

E t r ν e
2I 2 × 3

2RT 0 0 0
I2

3
2RT RT RΘν

2 + RΘν

exp(Θν
T )−1

-De

∆E 3
2RT −RT −RΘν

2 − RΘν

exp(Θν
T )−1

De

Pe lne wyrażenie na różnice֒ energii ma postać

∆E =
1

2
RT − RΘν

2
− RΘν

exp
(
Θν

T

)
− 1

+De =
1

2
RT − RΘν

exp
(
Θν

T

)
− 1

+D◦

Ska֒d można  latwo policzyć różnice֒ energii i wk lady do tej różnicy (T =
200 + 273 = 473 K).

∆E = 0, 5 × 8, 3145 × 473 − 8, 3145 × 308

exp
(
308
473

)
− 1

+ 35, 6 × 4184 =

1, 97 − 2, 79 + 148, 95 = 148, 1 kJ = 35, 4 kcal

∆Et = 1, 5 × 8, 3145 × 473 = 5, 9 kJ

∆Er = −8, 3145 × 473 = −3, 9 kJ

∆Eν = −8, 3145 × 308

2
− 8, 3145 × 308

exp
(
308
473

)
− 1

= −4, 1 kJ

∆Ee = 35, 6 × 4184 +
8, 3145 × 308

2
= 150, 2 kJ = 35, 6 kcal
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10.3 Zadania

Zadanie 1

Obliczyć energie֒ wewne֒trzna֒ i pojemność cieplna֒ 1 mola gazowego jodowodoru
w temperaturze T = 298 K. Podać wk lad translacyjny, rotacyjny, oscylacyjny
oraz elektronowy do tych wielkości. Charakterystyczna temperatura oscylacji
cza֒steczki jodowodoru wynosi Θν = 3266 K. Skorygowana o energie֒ drgań zero-
wych energia dysocjacji jodowodoru wynosi D◦ = 82, 4 kcal/mol.

Odpowiedź: Et = 3, 7 kJ, Er = 2, 5 kJ, Eν = 13, 6 kJ, Ee = −358, 3 kJ,
E = −338.6 kJ = -80.9 kcal, CV t = 12, 47 J/K, CV r = 8, 31 J/K, CV ν = 0, 02
J/K.

Zadanie 2

Obliczyć energie֒ wewne֒trzna֒ oraz pojemność cieplna֒ 1 mola gazowej wody w
temperaturze T = 400 K. Podać wk lad translacyjny, rotacyjny, oscylacyjny
oraz elektronowy do tych wielkości. Skorygowana o energie֒ drgań zerowych
energia dysocjacji oraz charakterystyczne temperatura oscylacji cza֒steczki wody
wynosza֒ odpowiednio DH2O

◦ = 219, 3 kcal/mol, ΘH2O
ν1 = 5360 K, ΘH2O

ν2 = 5160
K, ΘH2O

ν3 = 2290 K.

Odpowiedź: Et = Er = 5, 0 kJ, Eν = 53, 3 kJ, Ee = −970, 8 kJ, E = −907, 5
J = -216,9 kcal, CV t = CV r = 12, 47 J/K, CV e = 0 J/K, CV ν = 0, 90 J/K,
CV = 25, 84 J/K.

Zadanie 3

Wyprowadzić wzór na zmiane֒ energii w reakcji syntezy 1 mola disodu Na2 z 2
moli atomów sodu w fazie gazowej i obliczyć te֒ zmiane֒ energii w temperaturze
T = 1157 K (temperatura wrzenia sodu). Skorygowana o energie֒ drgań zero-
wych energia dysocjacji disodu wynosi D◦ = 17, 3 kcal/mol, a charakterystyczna
temperatura oscylacji tej cza֒steczki wynosi Θν = 229 K.

Odpowiedź: ∆E = − 1
2RT + RΘν

2 + RΘν

exp(Θν
T )−1

−D◦; ∆E(1157 K) = −68, 5

kJ = -16,4 kcal.

Zadanie 4

Wyprowadzić wzór na zmiane֒ energii w reakcji syntezy wody z 2 moli gazowego
wodoru cza֒steczkowego i 1 mola gazowego tlenu cza֒steczkowego oraz obliczyć
te֒ zmiane֒ energii w temperaturze t = 1000◦C. Podać wk lady translacyjny, ro-
tacyjny, oscylacyjny oraz elektronowy do tej energii. Skorygowane o energie
drgań zerowych energie dysocjacji poszczególnych cza֒steczek oraz ich charakte-
rystyczne temperatury oscylacji wynosza֒ odpowiednio DH2O

◦ = 219, 3 kcal/mol,
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ΘH2O
ν1 = 5360 K, ΘH2O

ν2 = 5160 K, ΘH2O
ν3 = 2290 K, DH2

◦ = 103, 2 kcal/mol, ΘH2
ν

= 6215 K, DO2
◦ = 118 kcal/mol, ΘO2

ν = 2256 K.

Odpowiedź: ∆E = − 3
2RT+2R






Θ
H2O

ν1

exp

(

Θ
H2O
ν1
T

)

−1

+
Θ

H2O

ν2

exp

(

Θ
H2O
ν2
T

)

−1

+
Θ

H2O

ν3

exp

(

Θ
H2O
ν3
T

)

−1




−

−R



 2ΘH2
ν

exp

(

Θ
H2
ν
T

)

−1
− ΘO2

ν

exp

(

Θ
O2
ν
T

)

−1



−
(
2DH2O

◦ − 2DH2
◦ −DO2

◦
)
; ∆E(1273 K) =

−116, 6 kcal.

Zadanie 5

Wyprowadzić wzór na różnice֒ energii w wyniku zaj́scia reakcji wymiany izoto-
powej pomie֒dzy 1 molem deuteru. Udowodnić, że dla niezbyt niskich i niezbyt
wysokich temperatur (określić w przybliżeniu zakres) różnica ta nie zależy od
temperatury i obliczyć te֒ różnice֒. Czy reakcja jest endo- czy egzotermiczna?

H2 + D2 = 2HD

Sta la si lowa wia֒zania H-H wynosi k = 5, 5 × 105 dyn/cm.

Odpowiedź: ∆E ≈
(√

3 − 1 − 1/
√

2
)
RΘH2

ν /2 = 644, 5 J



Rozdzia l 11

Obliczanie sta lych

równowag reakcji

chemicznych w fazie

gazowej

11.1 Wste֒p teoretyczny

W poprzednich dwóch cze֒ściach nauczylísmy sie֒ obliczać, na podstawie wielkości
charakteryzuja֒cych pojedyncze atomy (widmo elektronowe) lub cza֒steczek
(sta le si lowe wia֒zań), zmiane֒ energii wewne֒trznej w wyniku reakcji chemicznych.
Obecna cze֒ść jest poświe֒cona obliczaniu sta lych równowag reakcji w fazie gazo-
wej, co jest zagadnieniem trudniejszym. W tym celu najlpierw sformalizujemy
zapis bilansu masy w reakcjach chemicznych a naste֒pnie sformu lujemy warunek
równowagi i z niego wyprowadzimy wyrażenia na sta le.

11.1.1 Poste֒p reakcji chemicznej

Rozważmy reakcje֒ zachodza֒da֒ wed lug równania

νAA + νBB + . . . = νCC + νDD + . . .

gdzie A, B, . . ., sa֒ substratami, C, D, . . . produktami reakcji a wielkości ν sa֒
wspó lczynnikami stechiometrycznymi. Zmiany liczby cza֒stek w wyniku reakcji
sa֒ ze soba֒ zwia֒zane na mocy prawa Daltona. Dlatego zmiana liczby cza֒stek pro-
duktu lub zmiana liczby cza֒stek substratu ze znakiem minus, podzielone przez
wspó lczynniki stechiometryczne stoja֒ce przy danym produkcie lub substracie sa֒
sobie równe. Te֒ wielkość nazywamy poste֒pem reakcji i oznaczamy symbolem λ.

145
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λ = −∆NA

νA
= −∆NB

νB
= . . .

∆NC

νC
=

∆ND

νD
= . . .

Maja֒c poste֒p reakcji, możemy obliczyć zmiane֒ liczby cza֒stek każdego sub-
stratu lub produktu.

∆NA = −λνA
∆NB = −λνB

...

∆NC = λνC

∆ND = λνD

...

Przyk ladowo, dla reakcji

H2 + I2 = 2HI

mamy νH2
= 1, νI2 = 1, νHI = 2 a zatem

∆nH2
= −λ

∆nI2 = −λ
∆nHI = 2λ

11.1.2 Równowaga chemiczna

Warunkiem równowagi jest osia֒gnie֒cie przez uk lad minimum potencja lu termo-
dynamicznego w laściwego dla jego rodzaju, w tym przypadku energii swobodnej.
Minimum zostaje osia֒gnie֒te, jeżeli różniczka zupe lna energii swobodnej przyj-
muje tożsamościowo wartość 0. Zatem dla uk ladu zawieraja֒cego substraty A,
B, . . . i produkty C, D, . . . reakcji chemicznej

dF =

(
∂F

∂T

)

dT +

(
∂F

∂V

)

dV+

(
∂F

∂NA

)

dNA +

(
∂F

∂NB

)

dNB + . . .+

(
∂F

∂NC

)

dNC +

(
∂F

∂ND

)

dND + . . . =

−SdT + pdV + µAdNA + µBdNB + . . .+ µCdNC + µDdND + . . . = 0

gdzie µX jest potencja lem chemicznym sk ladnika X.
Ponieważ temperatura i obje֒tość sa֒ sta le, dT = 0 i dV = 0, mamy

µAdNA + µBdNB + . . .+ µCdNC + µDdND + . . . = 0
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Wyrażaja֒c zmiane֒ liczby cza֒stek każdego substratu i produktu przez zmiane֒
poste֒pu reakcji dλ dostajemy

(−νAµA − νBµB − . . .+ νCµC + νDµD + . . .)dλ = 0

Ponieważ powyższe wyrażenie musi być równe zeru dla każdego dλ, mamy

νAµA + νBµB + . . . = νCµC + νDµD + . . .

Pozostaje wyprowadzić wyrażenia na potencja ly chemiczne. Potencja l che-
miczny sk ladnika X jest równy

µX = −kBT
(
∂ lnQX

∂NX

)

Z poprzednich cze֒ści pamie֒tamy, że w przypadku uk ladów cza֒steczek lub
atomów w fazie gazowej, sume֒ statystyczna֒ można wyrazić naste֒puja֒co

QX(NX , V, T ) =
qN

N !
= [q′(T )]N

V N

N !
≈ [q′(T )]N

V NeN

NN

Sta֒d

µX = −kBT
∂

∂N
(N ln q′ +N lnV +N −N lnN) = −kBT ln q′ + kBT ln

N

V

Po wstawieniu powyższego wyrażenia do wyrażenia na warunek równowagi
oraz przeniesienia wszystkich wyrażeń z q′ na lewa֒ a wszystkich z N/V na prawa֒
strone֒ dostajemy

kBT (νC ln q′C + νD ln q′D + . . .− νA ln q′A − νB ln q′B − . . .) =

kBT

(

νC ln
NC

V
+ νC ln

ND

V
+ . . .− νA ln

NA

V
− νB ln

NB

V
− . . .

)

Dziela֒c obie strony powyższego równania przez kBT , podnosza֒c e do ich
pote֒gi oraz definiuja֒c

ρX =
NX

V

gdzie ρX można interpretować jako ge֒stość sk ladnika X, dostajemy

K(T ) =
[q′C ]νC [q′D]νD . . .

[q′A]νA [′B ]νB . . .
=
ρνC

C ρνD

D . . .

ρνA

A ρνB

B . . .

gdzie K(T ) jest wielkościa֒ zależna֒ tylko od temperatury. Jest to sta la
równowagi tej reakcji. Od ste֒żeniowej sta lej równowagi różni ja֒ tylko to, że
zamiast ste֒żeń reagentów wyrażonych w molach na jednoste֒ obje֒tości mamy
ge֒stości wyrażone w liczbach cza֒stek reagentów na jednostke֒ obje֒tości.
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Z powyższego wyrażenia można otrzymać wyrażenia na sta la֒ ste֒żeniowa֒
(KC) i sta la֒ císnieniowa֒ (Kp).

KC =
[q′C ]νC [q′D]νD . . .

[q′A]νA [q′B ]νB . . .
NνA+νB+...−νC−νD−...

A =
CνC

C CνD

D . . .

CνA

A CνB

B . . .

Kp =
[q′C ]νC [q′D]νD . . .

[q′A]νA [′B ]νB . . .
kBT

νC+νD+...−νA−νB−... =
pνC

C pνD

D . . .

pνA

A pνB

B . . .

gdzie

CX = ρX/NA

pX = kBTρX

11.2 Przyk lady

Przyk lad 1

Wyprowadzić wzór na zależność císnieniowej sta lej równowagi reakcji syntezy
disodu z atomowego sodu w fazie gazowej od temperatury i porównać sta le
równowagi tej reakcji obliczone dla temperatur T = 900, 1000, 1100 i 1200 K,
z wartościami zmierzonymi równymi odpowiednio Kp(900 K) = 1, 32 atm−1,
Kp(1000 K) = 0, 47 atm−1, Kp(1100 K) = 0, 21 atm−1, Kp(1200 K) =
0, 10 atm−1, (C.T. Ewing et al., J. Chem. Phys., 71, 473, 1967).

Skorygowana o energie֒ drgań zerowych energia dysocjacji cza֒steczki sodu
wynosi D◦ = 17, 3 kcal/mol, jej charakterystyczna temperatura oscylacji wynosi
Θν = 229 K a charakterystyczna temperatura rotacji wynosi Θr = 0, 221 K.
Wzbudzone elektronowe stany atomu sodu i cza֒steczki disodu nie sa֒ osia֒galne
termicznie w rozpatrywanym zakresie temperatur.

Rozwia֒zanie: Analizowana reakcja ma postać

2Na ⇀↽ Na2

Jej sta la císnieniowa wyraża sie֒ naste֒puja֒cym wzorem

Kp =
pNa2

p2Na

=
qNa2

/V

(qNa/V )2
(kBT )1−2 =

qNa2
/V

(qNa/V )2
(kBT )−1

Jednostka֒ tak zdefiniowanej sta lej císnieniowej jest Pa−1. Wielkości qNa2
/V

i qNa/V wynosza֒ odpowiednio

qNa2
/V =

(
2πmNa2

kBT

h2

) 3
2 T

2ΘNa2
r

[

exp

(
ΘNa2

ν

T

)

− 1

]−1

exp

(
DNa2

◦
kBT

)

qNa/V =

(
2πmNakBT

h2

) 3
2

ωNa
◦ = 2

(
2πmNakBT

h2

) 3
2
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Liczba symetrii cza֒steczki disodu wynosi 2, ponieważ jest to cza֒steczka syme-
tryczna. Degeneracja podstawowego stanu elektronowego atomu sodu (ωNa

◦ ) wy-
nosi 2, ponieważ posiada on jeden niesparowany elektron. Wstawiaja֒c powyższe
wielkości do wzoru na císnieniowa֒ sta la֒ równowagi dostajemy

Kp =

(
2πmNa2

kBT

h2

) 3
2 T

2Θ
Na2
r

[

exp
(

ΘNa2
ν

T

)

− 1
]−1

exp
(

D
Na2
◦

kBT

)

[

2
(
2πmNakBT

h2

) 3
2

]2 (kBT )−1 =

1

8

h3

kB
5
2 ΘNa2

r

m
3
2

Na2

m3
Na

T− 3
2

[

exp

(
ΘNa2

ν

T

)

− 1

]−1

exp

(
DNa2

◦
kBT

)

Wyrażamy teraz mNa i mNa2 w kilogramach i obliczamy DNa2
◦ /kB .

mNa =
23

1000 × 6, 022 × 1023
= 3, 8193 × 10−26 kg

mNa2
= 2mNa = 7, 6387 × 10−26 kg

DNa2
◦
kB

=
17, 3 × 4184

8, 3145
= 8706 K

W ostatnim równaniu zamiast kB wstawilísmy R, ponieważ D◦ wyrażono w
przeliczeniu na 1 mol a nie na 1 cza֒steczke֒. Po wstawieniu wartości liczbowych
wszystkich wielkości oprócz temperatury, wyrażenie na Kp przyjmuje postać.

Kp =
1

8
×

(
6, 626 × 10−34

)3

(2 × 3, 14159)
3
2 × (1, 381 × 10−23)

5
2 0, 221

×

(7, 6387 × 10−26)
3
2

(3, 8193 × 10−26)3
T− 3

2

[

1 − exp

(

−229

T

)]−1

exp

(
8706

T

)

=

5, 586 × 10−6 exp
(
8706
T

)

T
3
2

[
1 − exp

(
− 229

T

)]

Powyższe równanie wyraża sta la֒ w Pa−1 (albo m2/N). Aby sta la֒ wyrazić w
atmosferach, trzeba wyrażenie pomnożyć przez wspó lczynnik przeliczeniowy z
atmosfer na paskale (albo z paskali odwrotnych na atmosfery odwrotne) równy
101325. Wtedy dostajemy

Kp =
0, 5660 exp

(
8706
T

)

T
3
2

[
1 − exp

(
− 229

T

)]

Po wstawieniu wartości temperatur z zadania otrzymujemy Kp(900 K) =
1, 48 atm−1, Kp(1000 K) = 0, 53 atm−1, Kp(1100 K) = 0, 23 atm−1,
Kp(1100 K) = 0, 11 atm−1, które dobrze sie֒ zgadzaja֒ z wartościami z
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doświadczenia. Zgodność wartości teoretycznych i doświadczalnych ilustruje
poniższy wykres, na którym przedstawiono teoretyczny wykres logarytmu
naturalnego sta lej císnieniowej od odwrotności temperatury (przemnożonej
przez 1000) (izochory van’t Hoffa), z naniesionymi krzyżykami punktami
doświadczalnymi. W badanym zakresie temperatur wykres jest w bardzo do-
brym przybliżeniu linia֒ prosta֒. Dodatnie nachylenie prostej wskazuje, że reakcja
jest egzotermiczna.
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Przyk lad 2

Wyprowadzić wzór na sta la֒ równowagi reakcji wymiany pomie֒dzy gazowym
wodorem cza֒steczkowym (H2 lub 1H2) i gazowym deuterem cza֒steczkowym (D2

lub 1D2).

H2+D2 ⇀↽ 2HD

Obliczyć wartości sta lej równowagi w temperaturach T = 195, 273, 298, 383
i 670 K z wartościami eksperymentalnymi równymi odpowiednio K(195 K) =
2, 92, K(273 K) = 3, 24, K(298 K) = 3, 28, K(383 K) = 3, 50 i K(670 K) = 3, 8
(Rittenberg et al., J. Chem. Phys., 2, 362, 1934). Charakterystyczna tempera-

tura oscylacji cza֒steczki wodoru (1H2) wynosi Θ
1H2
ν = 6215 K.

Rozwia֒zanie: Ponieważ ca lkowita liczba cza֒steczek nie zmienia sie֒ w wyniku
zaj́scia reakcji, císnieniowa sta la równowagi jest równa sta lej ste֒żeniowej. Liczba
symetrii cza֒steczek 1H2 i 2H2 wynosi 2 a cza֒steczki 1H2H wynosi 1, co należy
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uwzgle֒dnić we wk ladach rotacyjnych do sum statystycznych. Z kolei energie
dysocjacji (De) wszystkich wymienionych cza֒steczek sa֒ takie same. Wyrażenie
na sta la֒ równowagi ma postać

K =
(qHD/V )

2

(qH2
/V ) (qD2

/V )
=

(
2πmHDkBT

h2

)3
(

ΘHD
r

T

)2 exp

(

−ΘHD
ν
T

)

[

1−exp

(

−ΘHD
ν
T

)]2 exp
(

2De

kBT

)

(
2πmH2

kBT

h2

) 3
2 Θ

H2
r

2T

exp

(

−Θ
H2
ν
2T

)

1−exp

(

−Θ
H2
ν
T

) exp
(

De

kBT

)(
2πmD2

kBT

h2

) 3
2 Θ

D2
r

2T

exp

(

−Θ
D2
ν
2T

)

1−exp

(

−Θ
D2
ν
T

) exp
(

De

kBT

)
=

m3
HD

(mH2
mD2

)
3
2

4ΘH2
r ΘD2

r

(ΘHD
r )

2

[

1 − exp
(

−ΘHD
ν

T

)]2

[

1 − exp
(

−Θ
H2
ν

T

)]

×
[

1 − exp
(

−Θ
D2
ν

T

)] exp

(
2ΘHD

ν − ΘH2
ν − ΘD2

ν

2T

)

Pierwszy u lamek stanowi wk lad translacyjny, drugi rotacyjny, a pozosta la
cze֒ść wk lad oscylacyjny do wyrażenia na sta la֒ równowagi.; Zauważmy, że zre-
dukowa ly sie֒ wk lady pochodza֒ce od energii dysocjacji (które sa֒ takie same dla
każdej cza֒steczki). Jednak z uwagi na różne temperatury charakterystyczne
oscylacji, reakcja ma efekt energetyczny (patrz zadanie 5 z tematu 10).

Obliczymy teraz wk lad translacyjny oraz rotacyjny. Można od razu za-
uważyć, że masy i masy zredukowane cza֒steczek można tutaj wyrazić w do-
wolnych jednostkach, ponieważ ważne sa֒ tylko ich stosunki.

mH2 = 2 g/mol, mD2 = 4 g/mol, mHD = 3 g/mol

µH2
=

1 × 1

1 + 1
=

1

2
g/mol, µD2

=
2 × 2

2 + 2
= 1 g/mol, µHD =

1 × 2

1 + 2
=

2

3
g/mol

Sta֒d

m3
HD

(mH2
mD2

)
3
2

=
33

2
3
2 4

3
2

=
27

16
√

2
≈ 1, 1932

ΘH2
r ΘD2

r

(ΘHD
r )

2 =
I2HD

IH2
ID2

=
µ2
HD

µH2
µD2

=

(
2
3

)2

1
2 × 1

=
8

9
≈ 0, 8889

ponieważ Θr = h2

8π2IkB
, I = µd2 a d lugość wia֒zania jest taka sama dla wszyst-

kich cza֒steczek.
Temperatury charakterystyczne oscylacji można wyrazić przez temperature֒

charakterystyczna֒ oscylacji H2. Mamy
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ΘD2
ν =

√
µH2

µD2

ΘH2
ν =

1√
2

ΘH2
ν = 4395 K

ΘHD
ν =

√
µH2

µHD
ΘH2

ν =
3√

2 × 2
ΘH2

ν = 5382 K

Po wstawieniu powyższych wartości do wyrażenia na sta la֒ równowagi dosta-
jemy

K = 4, 24 ×
[
1 − exp

(
− 6215

T

)] [
1 − exp

(
− 4395

T

)]

[
1 − exp

(
− 5382

T

)]2 exp

(−77, 5

T

)

≈

4, 24 × exp

(−77, 5

T

)

Ostatnie przybliżenie jest uzasadnione tym, że charakterystyczne tempera-
tury oscylacji wszystkich cza֒steczek uczestnicza֒cych w reakcji sa֒ bardzo wyso-
kie. Z równania na sta la֒ równowagi wynika, że reakcja jest endotermiczna i że
dla wysokich temperatur jej wartość powinna da֒żyć do 4,24. Można zauważyć,
że dominuja֒cym wk ladem do tej granicznej wartości jest iloczyn liczb symetrii
cza֒steczek substratów reakcji.

Po wstawieniu wartości temperatur dostajemy K(195 K) = 2, 85,
K(273 K) = 3, 19, K(298 K) = 3, 27, K(383 K) = 3, 46 i K(670 K) = 3, 78.
Z wyja֒tkiem wartości dla T = 195 K, wartości obliczone dobrze zgadzaja֒ sie֒ z
wartościami zmierzonymi. Gorsza֒ zgodność dla najniższej temperatury można
 latwo wyjaśnić niższa֒ dok ladnościa֒ przybliżenia wysokotemperaturowego. Rota-
cyjna temperatura charakterystyczna H2 wynosi 85,5 K, co jest wartościa֒ tylko
nieco ponad 2 razy niższa֒ niż najniższa z temperatur.

Podobnie jak dla przyk ladu 1, poniżej przedstawiono wykres ln(K) =
f(1000/T ) z naniesionymi krzyżykami punktami doświadczalnymi. Ujemne na-
chylenie prostej wskazuje, że reakcja jest endotermiczna.



ROZDZIA L 11. STA LE RÓWNOWAG 153
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11.3 Zadania

Zadanie 1

Na podstawie przyk ladu 1 obliczyć sta la֒ císnieniowa֒ równowagi reakcji

2K ⇀↽ K2

w temperaturach 800 K i 1000 K. Wartości doświadczalne sta lej dla tych tempe-
ratur wynosza֒ odpowiednio 0,673 i 0,123 atm−1 (Ewing et al., J. Chem. Phys.,
71, 473, 1977). Charakterystyczna temperatura oscylacji cza֒steczki K2 wynosi
Θν = 133 K a jej charakterystyczna temperatura rotacji wynosi Θr = 0, 081 K.
Skorygowana o energie֒ oscylacji zerowych energia dysocjacji cza֒steczki dipotasu
wynosi D◦ = 15, 8 kcal/mol. Podobnie jak w przypadku sodu, można zaniedbać
wk lady wzbudzeń elektronowych atomu potasu do sumy statystycznej.

Zadanie 2

Wyprowadzić wyrażenie na císnieniowa֒ sta la֒ równowagi reakcji dysocjacji jodu
cza֒steczkowego w fazie gazowej oraz obliczyć wartości tej sta lej w temperaturach
T = 872 K, 973 K, 1073 K, 1173 K i 1273 K. Jod atomowy znajduje sie֒ w stanie
dubletowym (term 2P3/2) a masa atomowa jodu wynosi M = 127 g/mol. Skory-
gowana o oscylacje zerowe energia dysocjacji cza֒steczki jodu wynosi D◦ = 35, 6
kcal/mol, jej charakterystyczna temperatura oscylacji wynosi Θν = 308 K a cha-
rakterystyczna temperatura rotacji wynosi Θr = 0, 0537 K. Obliczone wartości
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sta lej równowagi porównać z wartościami eksperymentalnymi zebranymi (wraz
z odchyleniami standardowymi) w poniższej tabeli (źród lo: Perlman i Rollefson,
J. Chem. Phys., 9, 362, 1941).

T [K] 872 973 1073 1173 1273
Kp [atm] 1, 81 × 10−4 1, 801 × 10−3 0,01082 0,04805 0,1678
σK [atm] 0, 19 × 10−4 0, 060 × 10−3 0,00012 0,00036 0,0017

Zadanie 3

Pokazać, że sta la równowagi reakcji wymiany izotopowej

HCl + DBr ⇀↽ DCl + HBr

da֒ży w przybliżeniu do jedności w wystarczaja֒co wysokich temperaturach. Cha-
rakterystyczne temperatury oscylacji HCl i HBr wynosza֒ odpowiednio ΘHCl

ν =
4227 K i ΘHBr

ν = 3787 K.

Zadanie 4*

Wyprowadzić wzór na sta la֒ równowagi reakcji wymiany izotopowej

14N2+15N2 ⇀↽ 214N15N

w funkcji temperatury. Do wzoru wstawić wartości wszystkich wielkości oprócz
temperatury. Charakterystyczna temperatura oscylacji cza֒steczki 14N2 wynosi
Θ

14N2
ν = 3374 K. Obliczyć sta la֒ równowagi w temperaturze T = 465◦C i

T = 500◦C. Naste֒ppnie, na podstawie podanych poniżej danych z pracy Jorisa i
Taylora (J. Chem. Phys., 7, 893, 1939), dotycza֒cych tej reakcji wymiany izoto-
powej na katalizatorze żelazowym w obecności metyloaminy (tabela III w cyto-
wanej pracy) obliczyć doświadczalne sta le równowag i porównać z wartościami
teoretycznymi.

Ilość/1000 jednostek 14N2

T [◦C] Czas [h] 14N15N 15N2

465 2 100,5 51,50
17 125,8 39,00
37 163,0 22,60
60 194,0 14,00

500 2 108,0 48,00
8 142,0 38,00

21 184,0 20,00
26 197,5 17,40
35 202,0 13,40
46 207,0 13,25
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Dlaczego wyste֒puja֒ rozbieżności pomie֒dzy sta lymi wyliczonymi z danych
eksperymentalnych z zawartości poszczególnych sk ladników otrzymanych dla
najd luższych czasów reakcji?


